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 الفصل الأول
 معلومات عامة

 
لجازاي قم تاع ف على زاظمها مفيما يلي سنننم بت ديم مو زبوس يسنننعي  لمفاه م ااريض ملمعلأوننني  مَّيلمي ا َّ   ملم الم  

 كيماب م خص ص لميممريس ز ع ر زنخلال زعمحل ملميماليض ملمساد  ا يلمكن لادم  زن رذم ملميم مو دسف  مرتكاز محيمبلأت رذم ملم
ا عمت رذم ملميممهيم تم  تجايزرا حيث يمكن ز ع رمت ملماصل مَّيل لم لف  ملمسم  مَّيلى فيسلأء. إ   ملمبرمرين يملإثفاتات ملخاص  د

 لمكيماب.ميملمتي ذكع داضها في نهاي  رذم  ملإطلاع عليها ملمعوبع إلى م عمو  ذمت ملمصل  بد   ن ي
 :مراجعة عامة في المجموعات وخصائصها -1-1 

يث أن ه يأتي با عتف  ملمثاني  زن حيث  البت أ   زاهبت ملمجمبع  يامُّ زن مَّهمي  بمكا  في مجال ملمعلأويات عاز  بحزن م
 .مَّهمي  دام زاهبت مَّعممد

ا  العناصرمعى رذه مَّشياء دنننننننننننننننن يت  ، على مَّقلَّشياء تشترك فيما ديمها دصا  يمحمة  عم  تَ ملمجمبع  ري نالض أ   
...... إلخ ا أي بأحعف  ي C ي B ي A ملماننادة على أ  ي عزس لملمومبعننات بحعيف لاتيمينن  كفقة زن قفيننل  يقننم درونن 

إغعي ي  كفقة زن قفيل  زس اا بأحعف لاتيمي   ووو ي   aة زن قفيل  صنيق إلخ ا يأز ا عماصنع ملمجمبعات فق 

b    يc  ..... إلخ ا أي بأحعف إغعي ي  صيقة زن قفيل  ي  إلخ . وو
  مجموعات الأعـداد -1-1-2

 ا ف م  وعات الأعدادمجم( زا ياعف دننننن   يفي ملحساب على يوه ملخصبصزن ملمجمبعات مااز  في ملمعلأويات عاز  ) 
 عرنا رذم سننقك ِّس على وسم زن ذه في زعمحل ملميماليض مَّسنناسنني دشننكل ز فبل ا يلمكن بما أ   زر مَّعممد د ر ِّسنن  مجمبعات

اعف يمي( لمكي  لح ي ي  زمهاميعلى يوه ملخصنننننبص ملميمحليل ملح ي ي ا فإن ما سنننننماعك يدشنننننكلع سنننننعي  مجمبعات مَّعممد رذه ) 
 رذم ملمكيماب .يملمتي سمسيمخمزها في زتن  ملخاص  بهايملمعزبز م ص لحات  على مملم ار 

كان  أيلى مجمبعات   يقم  مجموعة الأعداد الطبيعيةزا ت اعف باسننننننننننننننض  مَّعممد ري  مجمبعات أدسنننننننننننننن إ    -1
ا حيث  ته ملميمواري  ي ........ إلخعممزا مسنننننننيمخمزها في ملمام   اعف   يملكاته يفي زاازلاملمتي مسنننننننيماملها ملإن سنننننننا  مَّعممد 

1234تلك ملمجبع  م كب ن  زن مَّعممد  ري بيعيةلطعداد االأ سنننمصننن لأ على أ   مجمبع  ا يسنننمعزس  ......وووو
 أي أن ه لمميما :  Nاا دن 

  }........,,,,{: 4321N    
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خذ مجمبع  مَّ ا تلك ملمجبع  م عممد مفي رذم ملمصنننننمد تجمر م لاحظ  إلى أن ه في داه م عمو  مج  كب ن  لم فياي  على أنه 
01234زن مَّعممد  ا يلمكن زسنننننننلم  كب  مجمبع  مَّعممد ملم فياي  تفمأ زن ملمصنننننناع أي زن ملمبمحم  ......ووووو

},,,,,........{زا زملم  زن م سننننالخل ملخلافي  ا يلمكن في كيمادما رذم سننننمعزس لملمومبع   ا أي أن ه  oNدننننننننننننننننننن  43210
 لمميما :

 }........,,,,,{: 43210oN     
 م  ادل  المف نممد ملمسنمَّعملمصاع ي   Nممد ملم فياي  نَّعلمجمبع  م فإذا أضفنا-2

01234أي مَّعممد  لملأعممد ملم فياي  )  ,,,,,.......    )ا فإن ما نحصل على 
 أي أن ه لمميما :   Zيملمتي سمعزس اا دن   الأعداد الصحيحـةزا ي سم ى دنموبع   

 }........,,,,,,,,,,.......{: 432101234 Z    
دشننننعَّ أ   ملمامد ملمذي )  قسننننم  عمدين صننننحيحينكحاصننننل   ايمكن ملميمافق عمهإذم أخذنا تلك مَّعممد ملمتي  والآن-3

الكسرية  أو     أي)    الأعداد العادية مجموعـــة ( ا  فإن ما نحصل على مجمبع  وميمة ت اعف باسننننننض   في م  ات لا يسايي ملمصاع
 ا أي أن ه لمميما :   Qيسمعزس اا دن  ( القياسية









 NZQ ba
b

a
xx &;:|:    

دكسنننننبر عشنننننعي  لا نهالخي  زيمكعرة ري أعممد عادي  ا فالى سنننننفيل  إ   مَّعممد م مث ل  دكسنننننبر عشنننننعي  محميدة أي-4
زس لملانمد ملمانادي  يع   o.62843م ثنال ملمانمد 

000 0 0 1

يعزس لملانمد ملمانادي    666666o........ا يكنذلمنك   62843
3

ا في  2
.........ا زثل  أعداداً غير عاديةحين يوم أ   ملمكسبر ملماشعي  ململانهالخي  غق م يمكعرة تمثل  89793314159265353π 

e.......... العدد النيبريا  يكنذلمك  59045171828182842  يرذم ملمعزسe  في رذم  الملامد ملمميبري حيثما يرد مثبَّت
7309514142135623.12......عادين  أيضناً ملمامد    نممد ملمتي لميسنَّعملمكيماب ا  يزن م  . 

لمميما مجمبع  وميمة ت معى فإن ه سنيميمكب     ملماادي  إلى مجمبع  مَّعممد ملماادي  مَّعممد غقإذم قمما دضنض  وأخيراً -5
 السالبةي الموجبة ي  المغايرة للصفرا يسمعزس لمجمبع  مَّعممد ملح ي ي   Rا يسمعزس اا دنننننن  الأعداد الحقيقية دننننننمومبع  

ي   R*دن RR  على ملمترتي  .  و
إذم قمما بإواف  ملم يميمين : عةمجموعة الأعداد الحقيقية الموسَّ  فإن ما  ا Rإلى مجمبع  مَّعننننننننننممد ملح ي ي     و

 .  Rيي عزس اا دن   عةّـَ داد الحقيقية الموسـمجموعة الأعنحصل على مجمبع  وميمة ت معى دن 
 : ملاحظات -1-1-3

 ملمالاقات ملميمالمي  :  R  عةّـَ داد الحقيقية الموسـالأعمجموعة في  -1ً
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 : )تسمى حالات عمت تايين( إ   ملمافارمت ملميمالمي  غق زاع ف  -2ً
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 ملاحظات : -1-1-4
زا لم نمب ِّه إلى ح ي ياً (  قيمةأي ) مً عمددذلمك فإن ما ن صم (  قيمةأي )  عددنذكع كلم  عممزا في درمسيمما م  فل   -1ً

 .خلاف ذلمك صعمحً  
 زبو ه يم يضنخذ خ  زسزن خلال أيمكن تمثيل مَّعممد ملح ي ي  تصبيعلأً  -2ً

نا  عليه  أي على شكل سهض)    ا يغالمفاً  ( يكب  رأسه لململالم  على تسميم ملم يض  م يمبو ِّ
خذ  اً على ملمشكل ملميمالي :أف ي زا يأ 

 
 

0  إذم كا  سننننننالم  يإن ه غق ا  a0 إن ه زبو  إذم كا  aملمامد  عن ي الرذم ي  a   ا يكذلمك ي ال إa  سننننننالم  عمد
0  إذم كا  زبو  غق  إن هي  ا a0 إذم كا  a  (ملمصننننننننننننننناع لميس زبوفاً يلا سنننننننننننننننالمفاً    حيث أ )  ملمامدين    إي ال ا كما 

ab يي ال إ   اما إشنننارتين فيملايمين إذم كا  أحمهما  ااما ناس ملإشنننارة إذم كا  كلاهما زبوفين أي كلاهما سنننالمفين  و
 . زبوفاً يملآخع سالمفاً 

 يبالماكسا  Xoعلى ملمحبر ملح ي ي م    يحيمة ديمكن إثفات ا أ  كل عمد ح ي ي يمكن تخصيصه  -3ً
 يذلمك)   المستقيم الحقيقيأي     الحقيقي لمحورا  دنننننننننن أي  خط الإحداثياتدنننننننننن  ي معى  Xoإ   ملخ  م سيم يض  -4
 ( . دين مَّعممد يملمم  دل  ا دسف  م 
 .  المستقيم الحقيقي الموسَّعي معى دن    Rيم بمفق لمجمبع  مَّعممد ملح ي ي  م بس ا   Xoإ   ملخ  م سيم يض  -5ً

 : ( و المجالأ الفترةتعريف )  -1-1-5

ab(  ملمم  يمين يملمحننننميدة بالم يميمين )  Xoمجمبعنننن  ملمم   زن ملمحبر ملح ي ي  ز     و ba  
 ( :أنظع ملمشكل ملميمالي   )  فترة ت معى دن 
 

                                     
 حيث نمي ِّس رما ملحالات ملميمالمي  : 

لمميما  -أ ba   يملمم  يماab فترة ت معى رذه ملماترة دنننننننننننننننننننن  ا عمملخذ  تميمميا  إلى ملماترة م اتروننننن  و
],[ا ييعزس اا دن   مغلقة ba  . 

ا ييعزس اا دن  فترة مفتوحة ا حيث ت معى رذه ملماترة دنننننننننن   لا تميمميا  إلى ملماترة م اترو   bوaملمم  يما    -ب
),( ba . 

-4     -3     -2     -1      0      1      2      3      4 

a b
a 

X o 
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abإحمى ملمم  يمين   -ج فترة أي    فترة بصف مغلقة ا حيث ت معى رذه ملماترة دن تميممي إلى ملماترة م اترو   وأ
 .نصف زايمبح  زن ملميمين (a,b] نصف زايمبح  زن ملمشمال ي [a,b)ا يرما نمي ِّس دين حالميمين   نصف مفتوحة

 
 : Rوالدوال الحقيقية على  التطبيقات -1-2

( ملمذي يلا  ديرمً أسنننننناسننننننياً في ري  زماحي ملمعلأوننننننيات يفي ملمالبت ملميماد ) مملم اصننننننل زاهبت ملمسننننننم مت في رذم ملم
ماممسننننننني  يملميم في ي ا إ  زاظض مَّشنننننننياء ملمتي نيماازل زاها زن حبلمما كمرو  ملحعمرةا سنننننننعع  زعكف ا ملمضننننننني  ملجبي ينسنننننننف  

 ع.. يغقرا. ملمعطبد  يغقرا.. ري زيميقمت تعتف  بميميقمت أخعى كالمسزن يملارتاا 
 العلاقة -1-2-1

ري مجمبع  مَّعممد  Aلميمكن لمميما على سننننننننننننننفيل م ثال   , , , ,  32015    ا يلمم ع  كل عمد زن رذه
340125عماصنننننننننننعرا  Bمَّعممد دامدع  آخع زسنننننننننننايع  عداه  ا فامملخذ نحصنننننننننننل على مجمبع  أخعى  . إ   عملي    , , , ,

 ا يملمتي يمكن صياغيمها على ملممحب ملميمالي :BوAدين ملمجمبعيمين  f( رذه ت اع ِّف لمما علاق   المقابلةأي  ) الإقران
Aaaba f  ;: 2

 

ABدين ملمجمبعيمين  تطبيقاً رذه ملمالاق  ت معى   ف ملميم فيق على ملممحب ملآتي :ا يركذم يمكمما أ  نصيغ تاعي و

 
 ( :او الدالةالتطبيق )  تعريف -1-2-1

XYلميمكن  تعد  كل عمصننننننننننننننع  fا إذم يومت علاق   Rمجمبعيمين عمدييمين غق خالمييمين زن مجمبع  ملاعممد ملح ي ي   ,
x  زن عماصنننننعX  يمحم ف  دامصنننننع y  زنY ن بل عن ملمالاق  ا  عمملخذعf   ( زن ملمجمبع  دملم )مي ت فيق مي إنها دملم
X   إلى ملمجمبعY  : ينكيم 

YXf : 
xfy)(بالمعزس  f لم ممينعزس لمل  ا ن بل عنx إنه م يمحبل م سيم ل يy مملم ملم . 

مجمبع  بالمجال م  ادل )م سننيم ع  Y( كما نسننمي ملمجمبع  Domain)م م لق ( ) مملم مجال تاعيف ملم Xنسننمى ملمجمبع  
( )Codomain .) 

 . f مملم يفق ملم xإنه صبرة  yين بل عن 
 

 أمثلة :  -1-2-2
xxf  2م ا اة بالمشكل   f:A          B  ملممملم   -1 )(ربط كل عدد بمربعهتسمى بالدالة التربيعية ت   
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هي المجموعة   A اذا كانت   , , , ,  A 32015    في مجمبع  مَّعممد ملح ي يR  
 : fفان صورة هذه المجموعة وفق 

 

2 1.7321 0 -1 -5 x مجمبع  ملميماعيف 

4 3 0 1 25 f ( x ) مجمبع  ملم يض 

 

  مملمأيوم مجمبع  تاعيف يمجمبع  قيض ملم-2
2

2

3

x
y

x x





  

2بما أ   الحل: 3 ( 3)x x x x     فإy  0لا يكب  زاعفاً زن أول, 3x x  رب  مملم لمذلمك فإ  مجمبع  تاعيف ملم
R/{0,3} ري  مملم يمجمبع  قيض ملمR . 

 تدريب
 :  f ملممملم   زا رب مجبع  تاعيف يقيض  -أ

 f ( x ) = 2  / ( x – 1 )    

 زن خلال ملمالاق  :م اعف  ي   g  ملممملم  زا رب مجبع  تاعيف يقيض  -ب
 216  - x xg )(   

 بعض انواع الدوال الحقيقية1-2-3
 يلي : زمها ديمل وبري  يديمل أسي  يديمل لمبغارييممي  يزثلثي  يغقرا ا يري كما

 الثابتة الدالة-1ً
 أي أ  قاعمة تاعياها ري : cلمه ثاديم  إذم كا  زممرا زكب  زن عمد ثاد  بأنها دم f لملمملم ي ال 

f(x)=c 

 . c ∈Rحيث 
 الدالةرسم 

 
 داله التطابق-2ً
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 بأنها دملم  ت ادق إذم كان  صبرة كل عمصع في ملمجال ا ملمامصع ناس  في م مى : f : R→ F لملمملم ي ال 
f(x)=x    ,  ∀ x∈ R 

 : لملمملم ملمشكل ملمفياني 
 

   
ين اقها أي مجمبع  تاعياها تسايي مجمبع   45يرب عفارة عن خ  زسيم يض يمع دم    مَّصل ييميل على مَّف ي دسميي  

مَّعممد ملح ي ي  ا يزممرا مجمبع  مَّعممد ملح ي ي  ا إلا في حال ملميماعيف على مجمبع  وسلخي  زن مجمبع  مَّعممد 
 ملح ي ي  .

 الدالة التربيعية-3ً
  ملمتردياي  بالممملم  =2x f(x)= y نسمي ملممملم 

 ملمفياني م محنيرسض 

 
 وهي ابسط دالة تربيعية

)2والدالة ) 6 10y f x x x     2ويمكن كتابتها بالشكل  ري دملم  تعدياي( 3) 1y x    والمنحني البياني
 للدالة
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 الدوال كثيرة الحدود-4ً

 يتكيم  على ملمصبرة :

f(x)=anxn+an-1xn-1+an-2xn-2+……………….+a0x0
 

 عمد صحيأ زبو    ) nna ≠0n , (يي ال بأنها كثقة حميد زن ملممرو  
R∈ n., a……………, 2, a 1, a0a 

ري مجمبع   ملممملم يري عفارة عن أعممد ح ي ي  ثاديم  ا ين اق ) مجال ا أي مجمبع  تاعيف  ملممملم اتسمى زاازلات 
 . ( Rمَّعممد ملح ي ي  

 ملممملم  ثاديم   n=0زلاحظ : مذم كان :   
                       n=1  ملممملم  تكب  خ ي 
                        n=2  ملممملم  تكب  تعدياي 

 دالة القيمة المطلقة -5ً
 ييكيم  رذم ملممبع زن ملمميمل كالميمالي :
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 ]∞ا0المف  ]أزا زمى ملممملم  يسايي مجمبع  مَّعممد ملح ي ي  غق ملمس , Rمجال دملم  ملم يم  م  ل   
 الدالة الأسية-6ً

يرذه ملممملم  ري مَّكثع إسيمخممزا في ملميم في ات يلميمسهيل ملمكثق زن ملحسابات ا فهي تسيمخمت في ملمايسلأء يملمفيبلمبويا 
 يملمكيمياء يملمالبت ماممسي  ا يملحاسفات .

 يقاعمة ملممملم  تاعف كاَّتي :
f(x)=ax  ,a > 0  , a ≠1 

 عمد ح ي ي زبو  . aحيث  
 ل ملممملم  مَّسي مجا

 مجااا مجمبع  مَّعممد ملح ي ي  م بوف 
 زمى ملممملم  مَّسي 

 ]∞ا0زمى ملممملم  يسايي مجمبع  مَّعممد ملح ي ي  م بوف  [
 حالمه خاص 

يتسمى ) ملممملم  مَّسي  ذمت مَّساس ملم فياي ا  a =eملمه ذمت أهمي  كفقة لممى علماء ملمعلأويات يري عممزا  ديري 
 2.71828ملم فياي لملبغارييممات يلمه قيم  ت عيفي  تسايي ييسمى باَّساس 

 ديا  ملممملم  :

 
 



10 

 

 اللوغاريتمية الدالة-7ً
 بالم اعمة ملميمالمي  : ملممملم يتاعف رذه 

y = Loga x , a > 0 , a ≠1 

 على ملمصبرة مَّتي  : ملممملم تكيم    a =eيعممزا   
y = Loga x     or   y = Ln x 

 مجال ملممملم 
 مد ملح ي ي   م بوف   .رب مجمبع  ملاعم

 ملممملم يزمى 
 مجمبع  مَّعممد ملح ي ي 

 مَّسي  . لملمملم ينسيمميمج زن زاسفق أ  ملممملم  ململبغارييممي  ري ملممملم  ملماكسي  
 أي أ  :

Ln b =x    ⇔ ex=b 

 ملممملم ديا  
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 الكسرية الدالة-8ً
 ميد ملمصبرة :ري ملممملم  ملمتي يمكن كيماديمها يملميمافق عمها بخارج قسم  كثقتي ح

 
 
 

 كثقتي حميد .  P(x) , q(x) حيث أ  :
 ملممملم مجال يزمى 

حيث أ  ملم سم  على  , ( q(x) =0) رب ري  مَّعممد ملح ي ي  زاعمم ملمتي تجال م  ات يسايي صاعم  ملممملم مجال 
 ملمصاع كمي  غق زاعف  .

 .مد ملح ي  عمزممرا رب حس  ملميمابيه فى م اادلم  مى مجمبع  وسلخي  زن مجمبع  ملا
 الدوال الجذرية -9ً

 يري تكيم  على ملمصبرة :
 

 
 : ملممملم مجال يزمى 

مجمبع  مَّعممد ملح ي ي  ملمتي تجال زاتح  ملجذر أكبر أي يسايي صاع ا أزا زممرا رب  حس  ملميمابيه فى  ملممملم مجال 
 م اادلم  مى مجمبع  وسلخي  زن مجمبع  ملاعممد ملح ي   .

 الدورية ةالدوال المثلثي-10ً
 ري ملمميمل م اممة دبمس   علاقات حساب م ثلثات يري :

y=sinx       ,    y = cosx    ,     y = tanx 
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 ملممملم ديا  

 

 
 

 يزممرا ملممملم مجال 
 [1ا  1-رب مجمبع  ملاعممد ملح ي ي  ا يزممرا رب ] ملممملم مجال 
 2الدور 

sin(x + 2 ) = sin x                     cos (x + 2 ) = cos x 

sec (x + 2 ) = sec x                    csc (x + 2 ) = csc x 

المثلثية للدوال الهامة القوانين بعض

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

(1) sin cos 1

(2) 1 tan sec

(3) 1 cot cs

(4) cos 2 cos sin

(5) cos 2 1 2sin

(6) cos 2 2cos 1

(7) sin 2 2sin cos

(8) sin( ) sin cos sin cos

(9) cos( ) cos cos sin sin

x x

x x

x c x

x x x

x x

x x

x x x

x y x y y x

x y x y x y

 

 

 

 

 

 



  

 

 

 Arithmetic Operations on functions  الدوالعلى   الحسابيةالعمليات  1-2-3   

)(,)(إذم كا   xfxg  على ملحسادي   ين ففاسيمخممت ملماملياتدملمR  بالمشكل:  ملمميملناعف ملمامليات مَّرد  على 
 (: 4تعريف)
م   مملم لميكن ملم

1122 :)(,:)( YXxfYXxg    كما يلي:   ملمميملفإنما ناعف عمليات ر  يطعح يوعب يقسم 
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1 ))()())(( xgxfxgf   يمجمبع ملميماعيف
21 XX . 

2 ))()())(( xgxfxgf   يمجمبع  تاعياه
21 XX  . 

3 ))(.)())(.( xgxfxgf   يمجمبع  تاعياه
21 XX  . 

4 ))(/)())((;0)( xgxfxgfxg   يمجمبع  تاعياه
21 XX  . 

 (: 6مثال)
)2إذم كا   ) 1 , ( ) 2 1g x x f x x x     :فنيوم كلًا زن 

 gfgf  gfgfا    , .,/ . 
,1]رب  xg)( مملمنن يمجننال تاعيف ملمنن رب  xf)( مملمنن إ  مجننال تاعيف ملمنن الحــل: )  يبالميمننالي فننإ  مجننال تاعيف كننل زن

gfgfgf  ,1]رب   .,, )  أزا مجال تاعيفgf ,1)فهب  / ) )اذم؟ ( 
 يأيضاً: 

 
2

2

2

2

( ) ( ) ( 2 1) 1

( ) ( ) ( 2 1) 1

( ). ( ) ( 2 1). 1

( 2 1)
( ) / ( )

1

f x g x x x x

f x g x x x x

f x g x x x x

x x
f x g x

x

     

     

   

 




 

 

 تمارين

 I .و المدى للدوال التالية: عين النطاق التالية التمارين في   

1.f(x) = x,         2.g(x) = 1x  .       3. ( ) 1f x x   

4.  y = 
1

2x         
5.  y = 

1
2

x
           6. y=

1
2

x
           7.  y = 

1

2x 
   

 8.  y = 
 

2

1

1x 
   9. 

2

1
1y

x
 

           
10. 2

1
1y

x
          11. 

 
2

1

1
y

x



 

  Limits of Functions  الدوالنهايات -1-3
 : تعاريف ومفاهيم أساسية-1

 .يام زاهبت ملممهاي  زن م ااريض مَّساسي  في ملميمحليل ملمعلأوي يخاص  في حساب ملميمااول يملميمكازل
 مملم في زسنالخل ملممهالأت نهيمض بالم يض ملمتي يأخذرا ملم  xf  عممزا تكب  قيم  م يمحبل م سنيم لx  زن ملمامد  قعيف

a  .دي  أ  تكب  زسايي  لمه 
 مملم )دي  أ  يساييه( فهل ت ترب قيض ملم aقعباً  كافياً زن ملمامد  xفاممزا ي ترب م يمحبل م سيم ل  xf  زن عمد زاA  ؟ 

 مملم رب نهاي  ملم Aيإذم تح ق ذلمك فإنما ن بل إ  ملمامد  xf  عممزا ت تربx  زنa  :ينعزس لمذلمك بالمشكل ملميمالي 
 ويكتب هذا التعريف إلى الصورة التالية :  
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 A= (x) f 
ax

limor     ax as    A (x) f


  

 
 زن أول تبويأ زاهبت ملممهاي  لممسيماعك م ثال ملميمبويحي ملميمالي: 

لميكن   23  xxf  4يلميمكنa مملم يلمممظع إلى ملم يض ملمتي ت ترب زمها قيض ملم  xf  عممزا ت تربx  4إلىa .
  مملم للمما  لم xf     4قيماً قعيف  زن ملممa عمم  مملم عمم تلك ملمم اَّ ا سنننننبف لا نهيمض د يم  ملم مملم يلمملاحظ قيمه ملم
 دل عمم ملمم اَّ ملمتي ت ترب زمها  يملجميل ملميمالي يبوأ لمما داه ملم يض: 4aملمم    

x   xf  x   xf  

3.9 13.7000 4.1 14.3000 

3.99 13.9700 4.01 14.0300 

3.999 13.9970 4.001 14.0030 

3.9999 13.9997 4.0001 14.0003 

3.99999 13.99997 4.00001 14.00003 

 مملم فإ  قيض ملم 4قعباً زن ملمامد  xكلما مزدمد  نلاحظ زن ملجميل أنه xf   بالميمالي نسننيم ي   14ت ترب أكثع زن ملم يم .
 ملم بل إ  : 

  14)23(limlim
44




xxf
xx

 

  :زايمممين على ملجميل ا زن ملجميل ملمسادق نلاحظ زا يلي  دملم لمم بت بالمصياغ  ملمعلأوي  لممهاي  
3.9إذم كان   4.1x    13.7فإ ( ) 14.3f x  
3.99يإذم كان   4.01x    13.97فإ ( ) 14.03f x  
3.999يإذم كان   4.001x     13.997فإ ( ) 14.003f x  
3.9999يإذم كان   4.0001x     13.9997فإ ( ) 14.0003f x  
3.99999يإذم كان  4.00001x     13.9997فإ ( ) 14.0003f x  

   ا يبوم عمد صنننننننيق زبو  آخع يزن يكل ملمافارمت ملمسننننننناد   نسنننننننيم ي  ملم بل إنه زن أول ملمامد ملمصنننننننيق م بو  
 بحيث : 
 مثال )(:

)إذم كا    ) 5 2f x x    فا
2

lim ( ) 12
x

f x


              

2أثف  أ  مثال ) (: 
1

1
lim

2

1






 x

x

x
  

)1(2لمميما:  1xبما أنه زن أول  الحل :
)1(

)1)(1(

1

1
lim limlim

11

2

1














x
x

xx

x

x

xx
x

 

9lim :أثف  أ دشكل زشاده  ا سفق  ) (: تمرين 2

3



x

x
  

 :دشكل زشاده  ا سفق أثف  أ  )(: تمرين
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4=  
2x -

4  -x
 

2x
lim

2


 

 هذا المثال نجد أن الدالة:  في
2x -

4  -x
 

2

   )0/0(  لأنها تساوى  = 2xغير معرفة عند 

 

 عند اللانهاية:  دالةنهاية 
  (:4يف )تعر 

)زاعف على ملمجال  xf)( مملم لميكن ملم , )a  ا ن بل إ  ملمامدA مملم رب نهاي  ملم )(xf  عممزاx   إذم مفترد
f(x)   زنA   عممزا تسدمد قيمX  للانهاية ونكتبدشكل كفق أي عممزا ت ترب زن: 

Axf
x




)(lim 

  مثال ) (:

0أ  أ( 
1

lim 
 xx

0ا ب(  
1

lim 
 xx
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 خواص النهايات 

سنننمسنننيماعك أرض خبمص ملممهالأت يملمتي تسننناعمنا في حسننناب ملممهالأت دي  مسنننيمخممت ملميماعيف يسنننبف نسنننيماعك 
 رذه ملخبمص دي  ملميماعك لملبرمرين . 

  : ملمثاد مملم نهاي  ملم -1
Rccxfإذم كا     فإ :  )(;

cxfRca
ax




)(lim;, 

Axfإذم كا   -2
ax




)(lim  يزن أول ملمامدR  

فإ :  lim . ( ) lim ( )
x a

f x f x A  


  
 ين. دملم نهاي  مجمبع )فعق(  -3

AxfBxgإذم كا  
axax




)(lim,)(lim  : فإ 
  BAxgxf

ax



)()(lim 

 ين: دملم نهاي  وممء  -4
AxfBxgإذم كا  

axax



)(lim,)(lim  : فإ 

  BAxgxf
ax

.)(.)(lim 


 

 ين: دملم نهاي  قسم   -5
limإذم كا   ( ) ;( 0) , lim ( )

x a x a
g x B B f x A

 
   : فإ 

B

A

xg

xf

xg

xf

Bx

Ax

ax






 )(lim

)(lim

)(

)(
lim  

 : دملم نهاي  ز لبب  -6
lim)(0لميكن  


Axf

ax
 فإ :  

1 1
lim ; 0

( )x a
A

f x A
  

AxfBxgإذم كا   -7
axax




)(lim,)(lim  
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)()(يكا :  xgxf   
 فإ : 

)(lim)(lim xgxf
axax 

 

BAأي    
 

 أيوم ملممهاي   (:  32مثال ) 
 35lim 2

5



xx

x
 

 باسيمخممت خبمص ملممهالأت نجم:  الحل:
 

3325253)5(55

3lim5limlim35lim

2

55

2

5

2

5




 xxxx

xxxx
 

0  :(5نظرية )

sin
lim 1





  

 (:  مثال )

محس  ملممهاي      
x

x

x 4

3sin
lim

0
  

03عممزا  0يزلاحظ  أ   x3دبو   x  :فيمكن كيماد  ملممهاي  على ملمشكل 

4

3sin

4

3
lim

3.4

3sin3
lim

4

3sin
lim

000


 



x

x

x

x

xx
 

 (:   38مثال )  
 مملم ملم

3 1
( )

1

x
f x

x





1xري في ملمكبر زن مَّعلى عممزا لا زيمما       َّ

3

1

1
lim

1x

x

x


 


 

 

 اللامتناهية في الصغر  الدوالاللامتناهية في الكبر و الدوال  -6
 في الكبر  ةاللامتناهيالدالة (  19تعريف )
xإنه لا زيمماهع في ملمكبر عممزا  xf)(ملممملم ن بل عن  a إذم كا :  

lim ( )
x a

f x


  
ق محميد غ ملممملم تيمسميم دلا حميد ييصننننننفأ  xf)(ملممملم فإ  قيض  aإلى ملمامد  xملميماعيف ملمسننننننادق ياني أنه عممزا ت ترب 

 . aزن مَّعلى في وبمر ملمم    
 

  اللامتناهية في الكبر   الدوالخواص 
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xململازيمماري  في ملمكبر زن مَّعلى ) زن مَّدنى ( عممزا  ملمميملمجمبع عمد زميمهع زن  -1 a  رب تاد  لا زيمماهع في ملمكبر
xزن مَّعلى ) زن مَّدنى ( ا  عممزا  a . 

xململازيمماري  في ملمكبر عممزا  ملمميملوممء عمد زميمهع زن  -2 a  رب تاد  لا زيمماهع في ملمكبر عممزاx a . 
xوننممء تاد  لا زيممنناهع في ملمكبر  عمننمزننا  -3 a   في تاد  محننميد في وبمر ملمم  ننa  رب تاد  لا زيممنناهع في ملمكبر عمننمزننا

x a  

 (:   38مثال )  
ملممملم 

3 1
( )

1

x
f x

x





1xري في ملمكبر زن مَّعلى عممزا لا زيمما       َّ

3

1

1
lim

1x

x

x


 


)ملممملم ا ي   ) log( )g x x 

0xماه في ملمكبر زن مَّدنى عممزا لا زيم    َّ ا
0

lim log( )
x

x


   . 

  في الصغر  ةاللامتناهيالدالة (: 20تعريف )
xفي ملمصيع عممزا  أنه لا زيمماري  xf)(ملممملم ن بل عن  a   إذم كاlim ( ) 0

x a
f x


 

 (: 39مثال )
 ململازيمماري  في ملمصيع:  ملمميملزن 

1( ) sinf x x   0عمننننمزنننناx    2ا( ) 1 cosf x x     0 عمننننمزنننناx     ا
1

3( ) 5xf x    0عمننننمزنننناx      ا

4 2

1
( )f x

x
   عممزاx    

  اللامتناهية في الصغر   الدوالخواص 
xململازيمماري  في ملمصيع عممزا  ملمميملمجمبع عمد زميمهع زن  -1 a تاد  لا زيمماهع في ملمصيع عممزا  ربx a . 
xململازيمماري  في ملمصيع عممزا  ملمميملوممء عمد زميمهع زن  -2 a  رب تاد  لا زيمماهع في ملمصيع عممزاx a . 
xوممء تاد  لا زيمماهع في ملمصننننننننننننيع عممزا  -3 a     في تاد  محميد في وبمر ملممa  رب تاد  لا زيمماهع في ملمصننننننننننننيع عممزا

x a . 
  (: 40مثال ) 

)ملممملم  ) sinf x x x  0رب لا زيمماهع في ملمصيع عممزاx    َّ يذلمكsin x  تاد  محميد في وبمر ملمصاع ا يx   تاد
 . 0xلا زيمماهع في ملمصيع عممزا 

 

 (4.2) مثال

 التالية: النهايات قيم عين

2 2 2 10

29 2 3

5 2
(1) lim (2) lim( 1)( 4 1) (3) lim( 8)

1x x x

x
x x x x

x x  


   

 
 

 الحل:
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9

2 29

9

2 2 2 2

2 2 2

10
102 10 2

3 3

lim 5 25 2 5 3 2 17
(1) lim .

1 81 9 1 91lim 1

(2) lim( 1)( 4 1) lim( 1).lim( 4 1) 4 1 . 4 8 1 39.

(3) lim( 8) lim 8 9 8 1.

x

x

x

x x x

x x

xx

x x x x

x x x x x x

x x







  

 

  
  

    

           

     

 

 

0تأخذ الشكل قيمها النهايات التي

0
 عدم التعيين( )احدى حالات

0 النهاية قيمة تكون فعله، عندما ما ينبغي توضح التي الأمثلة بعض فيما يلي

0
 .(معرفة غير) 

 ( فقط5( والمثال)1المطلوب المثال رقم ): )( مثال

 التالية: النهايات قيم عين

2 2

2 23 2 4

9 2 4
(1)lim (2) lim (3)lim

3 2 3 4x x x

x x x x

x x x x x  

  

    
 

0 4

1 1 4
(4) lim (5) lim

2x x

x x

x x 

  


 

 الحل:

 

  
  

  

   

4

4 4 4 4

4

4 0
(5) lim

02

4 2 4 24 4 2
lim lim lim lim

42 2 2 2 2

lim 2 2 2 4.

x

x x x x

x

x

x

x x x xx x x

xx x x x x

x



   








     
   

    

    

 

 طريقة ثانية:

  
   

4 4 4

2 24
lim lim lim 2 2 2 4.

2 2x x x

x xx
x

x x  

 
     

 
 

لها الشكل قيمتها نهاية الدالة عندما


 )حالة عدم تعيين(
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إذا كانت
( )

( )
( )

p x
f x

q x
  حيث كلاً من ،( )p xو( )q x  كثيرة حدود، و إذا كان دالةlim ( )

x
p x


  وlim ( )

x
q x


 

فعندئذ 
lim ( )

lim ( )
lim ( )

x

x

x

p x
f x

q x








 


حيث 


 حالة عدم تعيين. 

 البسط في و الموجودة xعلى القوة ذات الأس الأعلى لـ  والمقام، البسط بتقسيم نقوم النوع، هذا من النهايات و لحل

xعندما  والمقام البسط من نهايتي كل بالاعتماد على النهاية ثم نحسب أو المقام،  . 

 ( فقط3(و)2المطلوب المثال) التالية: النهايات قيم عين  (4.4) مثال

     

     

 

3 2 3

3 2 2 2

2
2 2

3 2 1 5 1
1 lim 2 lim 3 lim

4 3 2 2 3 5 2

5
4 lim 5 lim 4 3

1

3 3
6 lim

3 3

x x x

x x

x x

x xx

x x x x x x

x x x x x x x

x
x x x x

x

  

 





     

      


  







  

 الحل:

 
3 2

3 2

3 2 1
1 lim

4 3 2x

x x x

x x x

  

  
 

 نجد: 3xمقام علىوال كل من البسط بتقسيم

 

3 2

3 2 3 3 3 3 2 3

3 23 2

2 33 3 3 3

3 2 1 2 1 1
3

3 2 1 3 0 0 0 3
1 lim lim lim

1 3 24 3 24 3 2 4 0 0 0 4
4

x x

x x x
x x x x x x x x x x

x x xx x x

x x xx x x x

 

     
     

   
     

    
 

  2

5
2 lim

2 3x

x

x x



 
 

 نجد: 2xوالمقام على كل من البسط بتقسيم

2 2 2

22

22 2 2

5 1 5
5 0 0 0

lim lim lim 0.
1 32 32 3 2 0 0 2

2
x x x

x
x x x x x

x xx x

x xx x x

  

 
 

    
   

  

 

 
3

2

1
3 lim

5 2x

x x

x x

 

 
 

 نجد: 3xوالمقام على كل من البسط بتقسيم

 

3

3 3 3 3 2 3

22

2 33 3 3

1 1 1
1

1 1 0 0 1
3 lim lim lim .

1 5 25 25 2 0 0 0 0x x x

x x
x x x x x x x

x xx x

x x xx x x
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   الدوال اتصال 
 ومفاهيم أساسية: ف تعاري -1

تسننننننننننننننننننايي قيميمننننه عمننننم تلننننك ملمم  نننن  أي إذم كننننا  زبوبدة ي  aعمننننم ملمم  نننن   xf)( مملمنننن إذم كنننناننننن  نهنننناينننن  ملمنننن
)()(lim afxf

ax



 . مملم ملم متصالا فإ  ذلمك ي بدنا إلى زاهبت  

 (:  20تعريف ) 
xفي ملمم     زيمصل  xf)( مملم ن    زن رذم ملمجال ا ن بل إ  ملم aيلميمكن  Xزاعف على ملمجال xf)( مملم لميكن ملم a 

 إذم تح    ملمشعيَّ ملميمالمي : 
limملممهاي   -1 ( )

x a
f x


 زبوبدة.  

xفي ملمم       ملممملم تسايي نهاي مملم قيم  ملم -2 a أي أ :ا lim ( ) ( )
x a

f x f a


  
 كما يلي :   Rلمعرَّفة على وا fلتكن الدالَّة  (1مثال)

13 2     -  x  x  xf )(             .    
 ؟     2ox عند النقطة fلندرس استمرار هذه الدالَّة 

 من أجل ذلك نلاحظ ما يلي :  الحل :
 0x(f(f=)2(=11 ولها القيمة   0x=2د النقطة معرَّفة عن fالدالَّة  -أ

 11حيث لدينا  2oxتملك نهاية عند النقطة  fالدالَّة   -ب
2




)(lim xf
x    . 

lim)()(لدينا  -ج 211 
2

fxf
x


   . 

 .  2oxعند النقطة  تصلةم f، فالدالَّة  تصالومنه بحسب تعريف الا
 :( 2) مثال

)(753الدالة   2  xxxf  2متصلة في النقطةx=  :لأن ، 
29725)2(375lim3lim)(lim 2

2

2

22



xxxxf

xxx
 

)2(29ونلاحظ أن  f  2بالتالي فالدالة متصلة في النقطةx=  
 (  23تعريف )  

في كل نقطة تنتمي إلى هذا المجال ، ونقول  متصــلةإذا كان  Xالمفتوح على المجال  متصــلةإنه  xf)( دالةنقول عن ال
في المجال المغلق  ةمتصــلإنه  xf)( دالةعن ال ba ),(على المجال المفتوح  متصــلةإذا كان  , ba  من اليمين  متصــلةو

 .  bومن اليسار في النقطة  aفي النقطة 
 (:53مثال )

)(225 مملم دين أ  ملم  xxxf   في ملمجال  زيمصل 5,5  
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  الحل:
 فإ  يكب  لمميما:  c)5,5(  إذم كان

)(1625lim)(lim 22 cfccxxxf
cxcx




 
 . )5,5(على ملمجال م ايمبح  زيمصل م ا ى  مملم يبالميمالي فإ  ملم

 (:  7نظرية ) 
)(,)(م   مملم إذم كا  ملم xfxg ين في ملمم    يمزيمصننننننننننننننلc   ا يزن أول ملمامد  ملميمالمي   ملمميملا عمملخذع فإ  كل زن

 : cفي ملمم     زيمصل يكب  
)()(ملمجمبع يملماعق  -1 xgxf . 
)(.)(ملجممء  -2 xgxf 
3- ( )f x  
4- )(/)(;0)( xgxfcg  
 الأولية:   الدوالبعض  اتصال -2

 ويمكن البرهان بسهولة على النتائج التالية:  مباشرة،ية اعتماداً على التعريف الأول الدوال اتصاليمكن معرفة 
 . R كلعلى   متصلة xp)(كل كثير حدود   -1
)(/)(كسري من الشكل   دالةكل   -2 xgxp على مجال تعريفه.  متصلة 
nnعدداً صـــــحيحاً فإن   nوكان  cفي النقطة  متصـــــلة xf)(إذا كان  -3 xfxf على  متصـــــلةهي توابع  )(,)(

 مجال تعريفها.  
xx تاندالال -4 sin,cos على  تانمتصلR .  

 . Rعلى  متصلة xy=eالدالة الاسية  -5

 .R+على  متصلة y=log(x)الدالة اللوغارتمية  -6

 . Rمتصلة على  │y=│xدالة القيمة المطلقة  -7

 

  (17ملاحظة )
فمن  زاافي ن     زيمصننننننننل  مملم لمذلمك فاممزا يكب  ملم يملاتصننننننننالا ا سننننننننفق نجم أ  رماك علاق  يثي   دين زاهبزي ملممهاي  

 ملمم   .عمم رذه  املمسهبلم  بمكا  حساب نهاييمه
   ملميمالمي :يرذم زا تفيمه مَّزثل   

  مثال )(:

xم  قيم  ملممملم   ميلا:
x

y 
2

2

 ري =4xعمم   
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 12484
2

16
4

22

4
22

 x
x

y  

xثانيا: لممبوم نهاي  ملممملم  
x

y 
2

2

 4xعممزا 

12484
2

16
4

2
)

2

4lim(lim
22

64




x
x

y
xx

 

لميماي نسننننننننننننننيمميمج م  ملممملم نجم منهما زيمسننننننننننننننايييمين با =4xد يم  ملممملم  عمم تلك ملمم     4xبم ارن  نهاي  ملممملم  عممزا  
x

x
y 

2

2

 .=4xزيمصل  عن ملم يم   

أيوم ملممهاي  :مثال 
x

x

x cos1

sin1
lim

2







  

في ملمم     زيمصل م ا ى  مملم بما أ  ملم الحل:
2


x     فإ  نهاييمه في ملمم

2


x  :تسايي قيميمه يبالميمالي 

2
01

11

2
cos1

2
sin1

cos1

sin1
lim

2





















 x

x

x

 

 مثال )  (:

أيوم ملممهاي  














 1

1
coslim

2

1 x

x

x
  

 فإنه يكب : ا  Rفي كل ن    زن ن اَّ محبر مَّعممد  زيمصل  cos دملم بما أ   الحل:

2cos)1(limcos
)1(

)1()1(
limcos

1

1
limcos

1

1
coslim

11

2

1

2

1









































x
x

xx

x

x

x

x

xx

xx 

 :دالةنقاط الانقطاع ل
 (: 24تعريف ) 

 في وبمررا . زيمصل فيها ا لمكمه  زيمصل غق  مملم ا إذم كا  ملم xf)( مملم لملن    من  اع إنها  0xن بل عن ملمم    
 ( : مثال )  

ملمم     -1
4

0


x مملم ري ن    من  اع لمل  xtan  

10ملمم     -2 x مملم ري ن    من  اع لمل  
21

1
)(

x
xf
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00ملمم     -3 x مملم ري ن    من  اع لمل  
x

xsin 

 
 تمارين غير محلولة

 
2xy دالةاستعن بالخط البياني لل -1   :لرسم الخطوط البيانية للتوابع التالية 
1- 22  xy 
2- 282  xxy 
3-  212  xy 
4-  22 xy 
5-   32

2
 xy 

6- x
x

y 
2

2

 
7- 42  xy 

 التالية:  الدوالأوجد مجالات تعريف كل من  -2
1- 2)( 2  xxf               8- 

21
)(

x

x
xf


 

2- ( ) 4f x x                    9- 
x

xxf
1

)(  

3- 
1

1
)(

2

2






x

x
xf                 10- 4 1)(  xxf 

4- 
1

35
)(

2






x

xx
xf            

  
 أوجد كلًا من النهايات التالية:  -5
1 ) 27lim 3

3



x

x
                           9)  

2
lim

2  x

x

x
  

2 ) 53lim 2

1



xx

x
                    10 )

2
lim

2  x

x

x
 

3 )
1

4
lim

2

2

1 



 x

x

x
                              11 )

25

5
lim

25 



 x

x

x
 

4 )
2

8
lim

3

2 



 x

x

x
                             12 )

1

1
lim

4

1 



 x

x

x
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 التالية:  أوجد كلًا من النهايات -6
1 )

x

x

x 2sin

3sin
lim

0
                            

 لميمالمي : محس  ملممهالأت م -16

3 )












 14

12
lim

2x

x

x
                                4 )

323

173
lim

36

46





 xx

xxx

x
 

5 )
173

532
lim

4

22





 xx

xx

x
                         8 )







 

 2

2

4

1
lim

x

x

x
 

9 )


















 12

3
lim

2

x

x
x

                             10 )
n

x x

x









 1
lim 

 
)lim)()() دالة اتصالباستخدام تعريف  -7 afxf

ax



 التالية:  الدوال اتصالبرهن  

1 )Rxxxyf  ;123)( 2  
2 );

532

1
)(

2

3






xx

xx
xf 1 زاعمم-x= 

3 )Rxbaxxf  ;)cos()( 
4 )Rx

x

xx
xf 


 ;

sin1

cos
)(

2

2

  

5 )Rx
xx

x
xf 




 ;

1

1
)(

2

2
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 الفصل السابع

 الدوالمشتقات 
Derivatives of Functions 

 
 مفهوم المشتق   7-1

 –لميس مجعد زاهبت رلأوننننننني تجعيميا دل لمه ت في ات يتاسنننننننقمت فيملا  في زاظض ملمالبتا  ملمسنننننننعع  ملممملم زشنننننننيمق 
سننننننننعع   –سننننننننعع  ملميمااعلات في ملمكيمياء ا زامل ملمممب  –تيق درو  ملحعمرة في ملمايسلأء ا ملانضننننننننياطي   – ملم بة –ملمكثاف  

ملمعدأ ملحمي في ملاقيمصاد ا نسف  تمفق ملحعمرة في علض طف ات مَّركا  –ملممت في ملجسض في علض ملمفيبلمبويا ا ملميمكلا  ملحمي  
وي يحيم  رب ملاشيم اقا يرذم زا يفين قبة ملمالبت ملمعلأوي  يفاالمييمها كل رذه م ااريض يمكن أ  تكب  تاسقمت  اهبت رلأ

 في فيملف مجالات ملمالبت. 
إلا  (1716-1646 ا Leibnizأيل زن صننناف زااريض ملممهالأت يملاشنننيم اق دشنننكلها ملحالي رب عالم ملمعلأونننيات مَّ اني لميفميس )

قم صنننننناف تلك م ااريض دشننننننكل زسننننننيم ل عن  (1727-1643ا  (Newtonأ  عالم ملمعلأوننننننيات ملماذ ملإنكليسي مسننننننحق نيبتن 
 لميفمس. 

 (: 1تعريف )
قنننادلاً  xf)(ملمنننمملمننن ن  ننن  زن رنننذم ملمجنننالا ن بل إ   aا يلميمكن   Xتاداننناً زاعفننناً على ملمجنننال م ايمبح   xf)(لميكن 

xلملاشيم اق في ملمم     a   : ا إذم كان  ملممهاي 

h

afhaf

h

)()(
lim

0




 

 زبوبدة. 
x في ملمم    xf)(ملممملم نسمي رذه ملممهاي   زشيمق  a  ينعزس لمه بالمعزس)(af   : ينكيم 

0

( ) ( )
( ) lim (1)

h

f a h f a
f a

h

 
  

 
 (:1) ملاحظة
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في ن    لمكمه قم يكب  غق قادل لملاشنننننننيم اق في تلك ملمم    ا لمكن زن تاعيف م شنننننننيمق نجم أنه إذم  صنننننننل زيم ملممملم إذم كا  
 في تلك ملمم    دملخماً.  زيمصل فهب  aقادلاً لملاشيم اق في ن     xf)(ملممملم كا  

 (: 3تعريف )
 . Xxاإذم كا  قادلاً لملاشيم اق في كل ن     Xإنه قادل لملاشيم اق على ملمجال  xf)(ملممملم ن بل عن 

) دملم  ملم يم  م  ل   مثال على ذلك: )f x x       0ري دملم  زيمصل  في ملممx=  لمكمها غق قادل  لملاشيم اق في تلك
 ملمم   .

 خواص الاشتقاق   7-3
 (:2نظرية )

)(,)(إذم كا  كل زن ملميماداين  xfxg     قادلين لملاشيم اق في ملممx  :عمملخذ 
)()(ملمجمبع  -1 xgxf      قادل لملاشيم اق في ملممx   : ييكب 

  )()()()( xgxfxgxf 


 
)()(ناتج ملم عح  -2 xgxf       قادل لملاشيم اق في ملممx   :   ييكب 

  )()()()( xgxfxgxf 


 
)(.)(ضعب   ناتج ملم -3 xgxf     قادل لملاشيم اق في ملممx   : ييكب 

  )(.)()(.)()(.)( xgxfxgxfxgxf 
 

)(/)(ناتج ملم سم    -4 xgxf     قادل لملاشيم اق في ملممx  حيث  0g x   :  ييكب 

 
2

( ) ( ). ( ) ( ). ( )

( )

f x f x g x f x g x

g x g x


   

 
    

 

 قواعد الاشتقاق  4 -7
 :  ةالثابت الدالةمشتق  -1

 (: 3نظرية )
cxfإذم كا   )(  ا حيثc   0عمد ثاد  فإ)(  xf  

 
 القوة  دالةمشتق  -2

 (: 4نظرية )
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)إذم كا   ) nf x x  حيثn  : عمد صحيأ زبو  فإ 
1.)(  nxnxf 

  نتائج:
): فإ  cيزن أول ملمثاد   xتادااً قادلًا لملاشننننيم اق في ملمم     xf)(إذم كا   -1 )cf x  يكب   قادل لملاشننننيم اق ي

 ( ) ( )cf x cf x


 
xxgقادلًا لملاشيم اق في ملمم     xg)(إذم كا   -2 ,0)(   

فإ  
)(

1

xg
 ييكب :قادل لملاشيم اق في ملمم     

 2)(

)(

)(

1

xg

xg

xg













 

nxxfإذم كا   -3 )(  ا حيثn  : عمد صحيأ زبو  فإ 
1)(  nxnxf 

 المثلثية:  الدوالمشتقات  -3
 (: 5نظرية )

xxfإذم كا   -1 sin)(    فإxxf cos)(  
xxfإذم كا   -2 cos)(    فإxxf sin)(   

xxfإذم كا   -3 tan)(    فإ
2 2

1 1
; ( )

2 cos sec
x k f x

x x


     

4 

 
  ةاللوغاريتمي الدالةمشتق  -4

 (:6نظرية )
)10()(log)(إذم كا    xxfa a  

 فإ : 

ax
e

x
xf a

ln

1
log

1
)(  

 .ةالأسي الدالةمشتق  -6
 (: 8نظرية )
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xaxfaإذم كا     فإ :  )10()(
aaxf x ln)(  

  (3) نتيجة
xexfإذم كا   )(   فإxexf  1lnا يذلمك َّ    )( e 

1;
1

1
)()(

2





 x

xx
xfxy 

  The chain Rule)قاعدة السلسلة(  ةالمركب الدالةمشتق  -9
)(,)(ملممملميما إذم كا   xguufy  م عكف ملممملم ين لملاشننننننننننننيم اق فإ  يمقادل  ( ) ( ( ))G x f g x  قادل لملاشننننننننننننيم اق

  ى بالمالاق : يزشيم ه يا
( ) ( ( )). ( )G x f g x g x   

)(,)(أي إذم كا  ملميماداا   xguufy   : قادلين لملاشيم اق فإ 

. (10)
d y d y d u

d x d u d x
 

 ن فل رذه ملممظعي  دمي  دعرا . 
  (:9مثال )

 ملممملم محس  زشيمق  xxxf 2cos)( 2   
xxuإذم يواما  الحل: 23   : فيكب 

uxf cos)(  
 ييكب : 

)().()( xuufxf  
 يبالميمالي: 

   22.2sin)( 22  xxxxf 

1;
1

1
)(

2



 x

x
xy 

 المشتق اللوغاريتمي  -10

)(ln;)0(يومنا أنه إذم كا    xxxf    فإ
x

xf
1

)(   

uyملممملم لممبوم زشيمق  ln  حيث)(xfu   . تاد  قادل لملمااول 
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uyملممملم نلاحظ أ   ln  :رب تاد  زعك  بالميمالي 

 
)(

)(
.

1
ln

xf

xf
u

u
uy





 

 أي إ : 

 
( )

ln (11)
( )

f x
u

f x

 
 

 .  xf)(يمعى م شيمق ملمسادق با شيمق ململبغارييممي لمليماد  
 م عكف  لميمبمد  أخعى كيماد  ملم بة أي تبمد  زثلثي  أي غقرا.  ملمميملزشيم ات  يسيمخمت م شيمق ململبغارييممي في إيجاد

 العليا من المراتب  المشتقات 7-5
 : المشتق الثاني -1

xfy)(لم ملمممإذم كا     قادلاً لملاشيم اق فإ  زشيم ه)(xfy   رب تاد  لمننننx   أيضاً ينسميه م شيمق مَّيل
xf)(أي م شنننيمق زن م عتف  مَّيلىا  إذم كا     قادلاً لملاشنننيم اق فإنما سنننمعزس  شنننيم ه بالمعزس)(xf  لمثاني ينسنننميه  م شنننيمق م

 xf)(لمليماد  
xf)(يدميره إ  كا     قادلاً لملاشنننيم اق فإنما سنننمعزس  شنننيم ه بالمعزس)(xf    ينسنننميه م شنننيمق ملمثالمث أي م شنننيمق زن م عتف

xfy)(ملمثالمث  لمليماد    ملمثاني  فنكثع با شننننننننيم ات زن م عمت  ملمالياا عادة يركذم... نسننننننننمي م شننننننننيم ات دمءمً زن م عتف  
(4)نعزس لملمشيمق زن م عتف  ملمعمدا  بالمعزس  ( )f x  يدصبرة عاز  سمسيمخمت ملمعزس( )( )nf x   لملمشيمق زن م عتفn . 

xfy)(يركذم فإنه إذم كا      فإ  )(,)( xfyxfy 
  

  
 غير محلولةارين تم

 
 ملميمالمي :  ملمميملمسيمخمت تاعيف م شيمق في إيجاد زشيم ات  -1
1- xy 2cos               5- 

x
y

1
  

2- xy                    6- 
x

y
1

  

3- n xy                    7- axey  
4- 2xy                     8- 

2

1
2 


x

y 
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 ي : أيوم م شيمق مَّيل لمليمبمد  ملميمالم -2
1- 

2

2sin
)(

2 


x

x
xf                            2- tansin)( 2  xxf  

3 

 ملميمالمي :  ملمميملأيوم م شيمق ملمثاني لمكل زن  -6
1 )3 xy  2 )

3

68

xx
y  

3 )xy tansin 4 )2xey  
5 )

x
y




1

1 6 )21tan xy  

7 )xy csc 8 )xy cossin 
9 )xxy sin2cos  01 )xexy 2 
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(INTEGRATION)  التكامل  

 تعريف التكامل
املات في الرياضيات؛ لإيجاد العديد من الكميات هو العملية العكسية للتفاضل، بحيث تستخدم التك التكامل

 .والإزاحة ، وما إلى ذلك المساحات، والأحجام، المفيدة مثل:

 أنواع التكامل

 :هناك نوعان من أشكال التكاملات، وهما

 التكاملات غير المحدودة 

عملية، وفي هذا النوع هي جزء لا يتجزأ من وظيفة عندما لا يوجد حد للتكامل، أي أن الفترة مفتوحة في هذه ال
 .بالتحديد من التكاملات، بعكس التكامل المحدود، وكذلك ما يميزها هو وجود ثابت في العملية

 التكاملات المحدودة 

تكامل دالة ذات حدود تكامل، فيكون هناك قيمتان كحدود لفترة التكامل، أحدهما هو الحد الأدنى، والآخر هو 
 ابت للتكامل، كما التكامل غير المحدودالحد الأعلى، ولا يحتوي على أي ث

 
الغير محدد الصيغ الأساسية للتكامل  

إذا كانت      F x دالة مشتقتها في فترة معينة من المحور السيني هي   F x f x  فإننا ندعو F x 
ود لمعاكس المشتقة أو التكامل غير المحد f x  أو الدالة الاصلية للدالة f x . 

2. فعلى سبيل المثال ، الدوال والتكامل غير المحدود لدالة مفروضة ليس وحيدا   2 2, 5, 4x x x   هي تكاملات
غير محدودة ل  2f x x  لأن     2 2 25 4 2

d d d
x x x x

dx dx dx
      على ذلك فإن جميع التكاملات

غير المحددة ل  2f x x 2متضمنةx C حيثC. الذي نسميه ثابت التكامل . هو أي ثابت اختياري 
ويستعمل الرمز  f x dx امل غير المحدود لللإشارة إلى أن المطلوب هو التك f x. 

22x:        وهكذا نكتب dx x C . 
إن عددا  من الصيغ الواردة أدناه تنتج مباشرة من صيغ الاشتقاق القياسية الواردة في  الصيغ الأساسية للتكامل:

  .الفصول السابقة 
 

 : 4إلى  1الصيغ من 
: لة ادلمشتق التكامل الغير محدد  (1   

d
f x dx f x C

dx
    

: التكامل الغير محدد لمجموع دالتير   (2       f x g x dx f x dx g x dx       

https://www.almrsal.com/post/773407
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ثابت a حيث:تكامل دالة مضروبة بثابت  (3    ,af x dx a f x dx  

 : تكامل محدد لدالة القوة (4
1

, 1
1

m
m x

x dx C m
m



   
 

 (Examples)أمثلة : 
6

5 (1
6

x
x dx C  
1

2

2

1
(2

1

dx x
x dx C C

x x


     

  
4/3

1/3 4/33
3

(3
4 / 3 4

z
z dz z dz C z C      

1/3
2/3 1/3

3 2
3 (4

1/ 3

dx x
x dz C x C

x

      

 

 
3 2

2 2 2 5
2 5 3 2 5 3 3 (5

3 2

x x
x x dx x dx x dx dx x C            

   1/2 3/2 1/2 3/2 3/2 5/22 2
1 (6

3 5
x x dx x x dx x dx x dx x x C           

 
   

2 2 3 2 3 21 1
3 4 9 24 16 9 24 16 3 12 16 (7

3 2
s ds s s ds s s s C s s s C

   
              

   
 

 
3 2 1

2 2 2

2

5 4 1 4 1 4
5 4 5 5 (8

2 1 2

x x x
dx x x dx x x C x x C

x x


 

          
  

 9
 : 7إلى  5لصيغ من ا 

ln (5
du

u C
u

   ( تكامل مقلوبx) 

, 0, 1 (6
ln

x
x a

a du C a a
a

    (تكامل دالة اسية) 

(7x xe du e C  ( (نيبري )طبيعي بأساستكامل دالة اسية) 
 (Examples)أمثلة : 

ln (1
dx

x C
x

  

( 2)
ln 2 (2

2 2

dx d x
x C

x x
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 تكامل الدوال المثلثية: 17إلى  8الصيغ من 
cos sin (9 sin cos (8

cot ln sin (11 tan ln sec (10

u du u C u du u C

u du u C u du u C

    

   

 

 
 

 

 (Examples)أمثلة : 
1 1 1 1

sin 2 sin . 2cos (1
2 2 2 2

x dx x dx x C     
1 1

cos3 cos3 .3 sin 3 (2
3 3

x dx x dx x C     
 احسب التكاملات التالية بالطريقة المباشرة

) احسب التكامل -1 1)( 1)x xe e dx    

 : الحل

2 3 2 3 21 1
( 1)( 1) ( 1)

3 2

x x x x x x x xe e dx e e e dx e e e x c            

  احسب التكامل   -2
2(3 5)x x dx  

الحل : نلاحظ أن 
2(3 5) 6d x x     : فيكون 

2 2 2 2 21 1
(3 5) (3 5) (3 5) (3 5)

6 12
x x dx x d x x c         
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Exercises تمرينات:   

 

 أجر عمليات التكامل التالية:
 التمارين المطلوبة هي:54-53-10-9-8-6-5-4-3-2-1

 
3 2 4 3

3 2 4

3 1

22 2

3 5

2 2

1) (4 3 3) 3

3 1
3) (2 3 ) 2

2 4

1 2 2 1
5) ( ) 4

2 3 4

2
7) ( 2) ( 2)

5

x x dx x x x C

x x dx x x x C

x x dx x x x C
x

x dx x C

     

     

     

   








 

3 2

1
9)

( 1) 2( 1)

dx
C

x x
  

  

3

2
2

11) 3 1 (3 1)
9

x dx x C    

41

2 2 32
3

13) (2 3) (2 3)
16

x x dx x C    

2 2 21
15) ( 1) ( 1)

4
x x dx x C    

3 2 3 2

3 2

3 2 4 7

3 2 2 3 3

2

2 3

3 2

2

3
1

3

3

2

1
17) ( 3) ( 3)

6

1
19)

(2 ) 2(2 )

1 1
21) (1 )

2 7

1
23) (1 ) (1 )

9

3 9
25) ( 3)

43

3
27) ( )

2
( )

29) 3 (3 5 ) 2 (1 )

31) ln 1
1

x x dx x C

dy
C

y y

x dx x x x C

x x dx x C

t dt
t C

t

dx
a bx C

b
a bx

x dx x x C

dx
x C

x

   

 
 

    

    

  


  



   

  
















 

4 2 51
2) (3 2 ) 3

5
x x dx x x x C      

2 2 5 31 2
4) ( 1)

5 3
x dx x x x C     

3 41
6) ( ) ( )

4
a x dx a x C    

3 2

1
8)

2

dx
C

x x
   

10) 2 3
3

dx
x C

x
  


 

3

2
2

12) 2 3 (2 3 )
9

x dx x C     

2 4 3 21 2 1
14) ( 1)

4 3 2
x x dx x x x C     

3

4 3 4 2
1

16) 1 (1 )
6

y y dy y C    

2 2 2 3 5 7

2 3 2 2

3 2 2 5 8

2 4 2 5

2

2

16 8 1
18) (4 )

3 5 7

1
20)

( 4) 4( 4)

1 2 1
22) (1 )

2 5 8

1
24) ( ) (2 1) ( )

5

( 1)
26) 2 4

2 4

x x dx x x x

x dx
C

x x

x x dx x x x C

x x x dx x x C

x dx
x x C

x x

   

  
 

    

    


   

 











 

2
3

5 3 1

2 2 2

(1 ) 2
28) (1 )

3

( 1)( 2) 2 2
30) 4

5 3

1
32) ln 3 1

3 1 3

x
dx x C

x

x x
dx x x x C

x

dx
x C

x
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2

2

3 3

2

2

2

2

4
4

1
1

3

2

1

2
2

2

3 3
33) ln ( 2)

2 2

1
35) 2ln 1

1

1 1
37) ln ( 2 2)

2 2 2

1
39)

4 ln

1
41)

2

1
43)

3

45) ( )
1

1
47) ln 3

3 2

1
49)

x
x

x
x

x x

e
x e x

x
x

x

x

x dx
x C

x

x
dx x x C

x

x
dx x x C

x x

a
a dx C

a

e
dx e C

x

x e dx e C

x
e x dx e C

e

e
dx e C

e

e



  



   




   

 

 

  

 

   


  




















 

   

2

2

2 2 2

2

2

ln 1
1

51) ln , 0
1 1

1
53) sin 2 cos 2

2

1
55) sec3 tan 3 sec3

3

1
57) sec tan

2

1 1
59) tan 2ln sec

2 2

61) sec tan sec

1
63) sin cos sin

2

1
cos

2

x

x
dx e x C

e

dx C
C

x x x

x dx x C

x x dx x C

x x dx x C

x dx x C

b
b ax ax dx ax C

a

ax ax dx ax C
a

a

   


 
 

  

 

 

 

 

 

 

















4 5

4 2 5

1
cos 2

4

1
65) cos sin cos

5

1
67) cot 3 csc 3 cot 3

15

ax C ax C
a

x x dx x C

x x dx x C

   

  

  





 

   

2 2

2
3

3

2
2

4 4

2 2

2 2

2 3

2

1
34) ln 1

1 3

2 2 1
36) 2ln 2

2 2

2 1
38) ln

2 1 2 1 2 1

1
40)

4

1
42)

2

1
44) ( 1) 2

2

1
46) 1 1

3

1
48)

x x

x x

x x x

x x x

x

x

x dx
x C

x

x x
dx x x C

x

dx dx x
C

x x x

e dx e C

e x dx e C

e dx e e x C

e e dx e C

e d
e

   

   


 
   



 
   

   

 

  

    

   

 
 

 

















 

 

2

2

22
2 3

2

2

3
1

3

2

2

2

1 1
2

2 2

1 1
50) ln 3

3 3

3
52) ln 1 , 0

2

1 1
54) cos 2sin

2 2

1
56) csc 2 cot 2

2

58) tan tan

1
60) csc3 ln csc3 cot 3

3

1
62) cos sin cos 2

2

x

x

x
x

x

x e x C
e

e
dx e x C

e

dx
C x C

x x

x dx x C

x dx x C

x dx x x C

x dx x x C

x x dx x

   


   



 
   

 

 

  

  

  

  













3 4

5 2 6

1
64) sin cos sin

4

1
66) tan sec tan

6

1 1
68) 2 tan sec

1 2 2
1 sin

2

x C

x x dx x C

x x dx x C

dx
x x C

x
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Definite integral      التكامل المحدد 

 مفهوم التكامل المحدد

  f(x)دالة أصلية لـ  F(x)ولتكنa>b حيث [a,b]على المجال المغلٍق  متصلةدالة   f(x) لتكن
𝑥من اجل  f(x)'F=(x)أي ∈ [𝑎; 𝑏]المعطاة  متصلة. عندئذ يرمز للتكامل المحدود للدالة ال(x)f  على

 بالرمز: a,b المجال

 
 وهي صيغة نيوتن ليبتنز. 

  فان : a=bاذا كان طرفي التكامل متساويين    f(x)بالإضافة إلى ذلك فإنه من أجل أي دالة 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 
 . a=bصحيحة من أجل   (2)أي أن العلاقة

 f   (x) ، والدالة [a,b]بحدود التكامل السفلي والعلوي أي بما يوافق حدود المجال  (1) في العبارة bو  aيدعى 
 بالدالة المكاملة. بإدخال الرمز: 

 
 الشكل: (2)التكامل  يأخذبالتالي 

 
   1مثال

 : ]a,b[على المجال 2xأوجد تكامل الدالة 
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∫ حيث 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 .  f(x)إحدى الدوال الأصلية للدالة 

( تعطي العلاقة بين التكامل المحدد والتكامل غير المحدد الموافق له، حيث أن الاختلاف بينهما يكمن 4) الصيغة
 في أن التكامل المحدود هو عدد أما التكامل غير المحدود فهو دالة.  

  ملاحظة:

 نجد:   bإلى  aبمكاملة العلاقة الأخيرة في المجال من    ليكن

 
 وهذه الصيغة كثيرة الاستخدام في التطبيقات .

 .  والمحور السيني  والمستقيمين  جد المساحة الواقعة بين المنحني او  2مثال 

 الحل:    

  
    

  

 

 الخواص الرئيسية للتكامل المحدود: 
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 تطبيقات التكامل المحدود 
وتبرز هذه الأهمية في التطبيقات العملية المباشرة إن تطبيقات حساب التكاملات المحدودة ذات أهمية خاصة، 

 :وخاصة في
 .حساب مساحة السطوح المستوية .1
 . طول قوس المنحني البياني .2

 المحصورة بين منحني الدالة  Dللمنطقة   Aعندئذٍ المساحة  [ab] ،دالة متصلة على الفترة   f: إذا كانتنظرية
 تعطى بالعلاقة:  x=bو x=aن ومحور السينات والمستقيمي

 
 كما في الشكل التالي:

 
 وهنا نناقش الحالات الآتية:  

فإن المنحني يكون فوق محور السينات وتكون قيمة التكامل موجبة وهي f(x)>=0 إذا كانت (1
 . (1)  المساحة الفعلية كما في

 المنحني يكون تحت محور السينات وقيمة التكامل تكون سالبة لذلك تعطى فإن  f(x)<=0ب إذا كانت (2
 المساحة بالعلاقة: 

   
المنحني يكون في فت ارت معينة فوق محور السينات  أي  f(x)>=0  وبآن واحد f(x)<=0  إذا كانت (3

وفي فت ارت أخرى تحت محور السينات وقيمة التكامل تأخذ قيم موجبة وسالبة ولا تعطي المساحة 
  . (2) الفعلية المطلوبة لذلك نجمع المساحات تحت المنحني بإشارة موجبة كما في العلاقة

 وبين:  y= xcos (: أوجد المساحة بين منحني الدالة1مثال )
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 الحل :  

 
 : احسب المساحة المحصورة بين المستقيمات: (2مثال )

 
 ، لوجدنا أن: Aالمستقيمات المفترضة بالرمز  المحصورة بين: إذا رمزنا للمساحة الحل

 
 .  والمحور السيني والمستقيمين   ) جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 2مثال ( 

 الحل:  

  

 

𝑦والمنحني:      x=3و  x=1 بالمستقيماتبين محور السينات : احسب المساحة المحصورة (3مثال ) =

1

2
𝑥2 

   بالشكل بالعلاقة:: تعطى المساحة المحصورة بالمستقيمات السابقة والمنحني السابق، والموضحة الحل 
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