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اࠍ੅ޚ٭۰ ఋዳዧَޙ۰݄ ݁ڎ༠ܭ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ًޚݠح ܳٷٴڎأ

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أޚ٭؇ت ܳٷ؇ ೑಻Ⴄ၍ إذا દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ و ا৙৑ب ᆇᅦݠ ݁أݠڣ۰ ߖߵࢴࣖ
ݪأژ أ༠ڍَ؇ إذا و ،5 ෠ຶڎ ا৙৑ب ᆇᅦݠ ؇ዛዊ݁ ޗݠۋٷ؇ و દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ أݪأ؇ف أرًأ۰ أ༠ڍَ؇ إذا

.3 ෠ຶڎ દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ أݪأ؇ف ݿٴؕ ؇ዛዊ݁ ޗݠۋٷ؇ و ا৙৑ب ᆇᅦݠ
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹أڎܳٺৎ৊ا ෠ຶڎ y ި۱ ا৙৑ب ᆇᅦݠ و x ި۱ દઑ৙৑ا ᆇᅦݠ Ⴄ၍ن إذا }اݾ঻ܙاب

4x − y = 5
−7x + 2y = 3

ا௯௫௵؇۱٭ܭ. ް݄૭૜ x, y و ۊޚ޶، َޙ؇م ް݄૭૜ ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ඔ൹ّ؇۱
اܳٷޙ؇م: ۱ڍا ࠍ੆ܭ ඔ൹لگٺ ޗݠ ݿٷأޚ޶
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ᅽᅰوॊूا ֵؠ١ اڤ܋ۑ

ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ؕᆇ໶ໜ و 8x − 2y = 10 اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
.y = 47 أن ෠ຶڎ ᄭᄟ݁أ؇د أي ሒᇭ x ڢ٭۰݄ ਐಸأިلݥ و x = 13 أن ෠ຶڎ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
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١ॴబոاڤ׭ ֵؠ١ اڤ܋ۑ

اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰ً؇൞ശܳا ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ اܳފ؇ًݑ اࠍ੅ޚ޶ )اܳٷޙ؇م
4 −1
−7 2

)(
x
y

)
=

(
5
3

)
.

ሐᇭႤၽ݁ٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن B =

(
5
3

)
و X =

(
x
y

)
,A =

(
4 −1
−7 2

)
೑಻Ⴄ၍ إذا

.AX = B ⇐⇒ X = A−1B ؕ݁
.X =

(
13
47

)
و A−1 =

(
2 1
7 4

)
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ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ

ّأݠلژ
೑಻Ⴄ၍ إذا و (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n) ۋگ٭گ٭۰ أ༟ڎادا (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا

َޙ؇م ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ۋگ٭گ٭۰. أ༟ڎادا b1, . . . , bn ೑಻Ⴄ၍ إذا و ෠੼؇۱٭ܭ x1, . . . , xn
ঌॻل პაႰ ۊޚ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2... ... . . . +

... +
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm.

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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ؕ݁ AX = B :ঌॻل პაႰ ݁ݱڰިڣ؇ت ݬ٭؞۰ ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ۱ڍا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ و

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n... ... ... ...
am,1 am,2 · · · am,n

 , B =


b1
b2...
bm

 , X =


x1
x2...
xn

 .
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݁ټ؇ل
؜݆ ౫ౖరت و C =

(
0 1 2
1 2 3

)
اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

(
1 −1
1 −2

)
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

.AB = C ොຳ٭ت (2, 3) ۰༥در ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰
:ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م আॻ༟ ౫౜రݱܭ B =

(
x y z
t u v

)
೑಻Ⴄ၍ إذا



x − t = 0
x − 2t = 1
y − u = 1
y − 2u = 2
z − v = 2
z − 2v = 3

إذاً
x = t = −1, y = 0, u = −1, z = 1, v = −1.

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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ّأݠلژ
اࠍ੆ߺࠊل. ۰༟ިᆇ୞୘ َڰݴ ؇ୖ୒ Ⴄ၍ن إذا ݁ٺႤၽڣ٪؇ن اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ ඔ൹݁؇َޙ أن َگިل 1

ቕረ إذا ݁ྥފݑ ଫଃ༚ أَ۬ َگިل و ༡ܭ ᄩᄟ Ⴄ၍ن إذا ݁ٺ؋ܳڰ؇ أو ݁ྥފگ؇ ۊޚ޶ َޙ؇م أن َگިل 2
༡ܭ. ᄩᄟ لܝ݆

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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༥؇وس لگ۰ ޗݠ
[A|B] ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ و B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ً؇ݪ؇ڣ۰ ዻዧذ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ਐಸިݿ٭ؕ ݿٷگިم

اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜و
و ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ [A|B] اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًިݪؕ ݿٷگިم اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ

لگ۰ ޗݠ ް݄૭૜ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه و ا৙৑ول اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ሐᇭႤၽ݁ มจܹ݁ټ ۊޚ޶ َޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ
اࠍ੅ޚ޶. اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ ༥؇وس
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ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ [A|B] اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًިݪؕ ݿٷگިم اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ

لگ۰ ޗݠ ް݄૭૜ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه و ا৙৑ول اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ሐᇭႤၽ݁ ۊޚ޶ َޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ و ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا
اࠍ੅ޚ޶. اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ ۏިردن ༥؇وس

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ّأݠلژ

.B = 0 Ⴄ၍ن إذا ྵฺ؇༶݁ٺ AX = B ۊޚ޶ َޙ؇م أن َگިل

ఈః݁ۋޙ؇ت
اܳٷޙ؇م. ୒ୖڍا ༡ܭ ި۱ اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ৙৑ن ݁ྥފݑ ྵฺ؇༶݁ٺ ۊޚ޶ َޙ؇م ႟၍ 1

ި۱ X1 + λX2 ڣ؆ن AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ఈః༡ن X2 و X1 Ⴄ၍ن إذا 2
.λ ∈ R ႟ၽܳ اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ༡ܭ

؇݁ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن ݬڰݠي ଫଃ༚ ༡ܭ AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا 3
اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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۱ଫଊ݁ٷ۰
আॻ༟ ݿ٭ܝިن اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م X ༡ܭ ႟၍ إذا X0 ༡ܭ AX = B اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا

.AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا ይዧٷޙ؇م ༡ܭ X1 ۋ٭ت X = X0 + X1 اܳݱ٭؞۰

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

۱ଫଊ݁ٷ۰
اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒و n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

ި۱ AX = B

x1 =
detA1

detA , . . . , xn =
detAn
detA .

اܳأ݄ިد ًިݪؕ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ౫౜రݱܭ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ Aj اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ Aj ۋ٭ت
Cj اܳأ݄ިد ؜݆ ؜ިݪ؇ B

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
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ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

݁ټ؇ل

ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ොູگݑ มฆܳا x, y, z ࠍ੆ފ؇ب ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة اݿٺ༱ڎم


3x − 2z = 2
−2x + 3y − 2z = 3
−5x + 4y − z = 1

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

દઊر؇ஓ஄
اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ༡ߺࠊل أو༥ڎ 1

x + 2y − z = −4
−x + y = −2
y − z = −4

.α ∈ R ;


x + 2y − z + t = 1
3x − y + 5z − t = 2
5x + 3y + 3z + t = α

2


−2y + 3z = 0

2x − 4y + 2z = 1
−x − 2y + 5z = 0

x − 2y = 1

, 3

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة


−2y + 3z = 0

2x − 4y + 2z = 0
−x − 2y + 5z = 0

x − 2y − z = 1

4

{
x + y − z + t = 0

z − 2t = 0
5


6x + 3y − z = 2

−4x + y − 6z = 0
x + 2y − 5z = −1

, 6

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة


y + 3z − 2t = 0

2x + y − 4z + 3t = 0
2x + 3y + 2z − t = 1

, 7


x + my + (m − 1)z = m + 1

3x + 2y + mz = 3
(m − 1)x + my + (m + 1)z = m − 1

8


x + 2y + z = 1

2x + (a + 3)y + 3z = 3
x + (−a + 3)y + (a − 2)z = 0

9

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة


x + y + 2z = 8
−x − 2y + z = 1
3x − 7y + 4z = 10

10


x − y + 2z − w = −1

2x + y − 2z − 2w = −2
−x + 2y − 4z + w = 1

3x − 3w = −3

11


2x + 2y + 2z = 0
−2x + 5y + 2z = 0
−7x + 7y + z = 0

12

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة 

2x − 3y = −2
2x + y = 1
3x + 2y = 1

13


3x + 2y − z = −15
5x + 3y + 2z = 0
3x + y + 3z = 11
11x + 7y = −30

14


4x − 8y = 12
3x − 6y = 9
−2x + 4y = −6

15


x + y + 2z + t = 11
x + 2y + z + t = 9
x + y + z + 2t = 6
2x + y + z + t = 14

16

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

݁ྥފݑ. ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ c و ,b ,a ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ أو༥ڎ 1
x + y + 2z = a

x + z = b
2x + y + 3z = c

గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ڣ؆ن ,ad − bc ̸= 0 Ⴄ၍ن إذا أَ۬ أཿྟب 2(
1 0
0 1

)
. ሒሃ

(
a b
c d

)

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ఈః༡ (1,−1, 2) لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا a, b, c ݆݁ ႟၍ ඔ൹༟ 1
ax + by − 3z = −3
−2x − by + z = −1
ax + 3y − cz = −1

.

.(1) اܳڰگݠة ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م وۋ٭ڎ ༡ܭ ި۱ (1,−1, 2) أن أཿྟب 2

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

.B =

a
b
c

 و A =

1 2 3
2 3 4
3 4 5

 اৎ৊ݱڰިڣٺ؇ن ܳٺܝ݆
.b − a = c − b Ⴄ၍ن وᎂذا ৖৑إ ݁ྥފݑ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م أن أཿྟب

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

݁ྥފگ؇ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ a, b আॻ༟ وݪأ۳؇ ෠ຬص มฆܳا اܳگ٭ިد أو༥ڎ
x + 2y + 3z − 5t = −2
2x − y + z − 3t = a
4x − 7y − 3z + t = b

ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م ෠ູأܭ มฆܳا α ೑ಸ؇اܳټ ڢࡗࡲ أو༥ڎ
αx + y + z = 0
x + y − z = 0
x + αy + z = 0

اܳݱڰݠي. اࠍ੆ܭ ଫଃ༚ ༡ߺࠊل ᄩᄟ
.α = 1 ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ إݿٺ༱ڎم

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ෠ູأܭ มฆܳا a ೑ಸ؇اܳټ ڢࡗࡲ ᆇᅹ٭ؕ أو༥ڎ
x + y − z = 2
x + 2y + z = 3
x + y + (a2 − 5)z = a

وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ 1
اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ؇݁ ༟ڎد 2

༡ܭ. ᄩᄟ ྘ܳݴ 3

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ۏިردن ༥؇وس و ༥؇وس لگ۰ ޗݠ
۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄
ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة

m ڢ٭۰݄ ۋފص ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ إݿٺ༱ڎم
x + y − z = 1

3x + 2y − 2z = 3
x + 2my − (m + 1)z = 2m − 1

اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت أَޙ۰݄ ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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