
ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ت ا ءات

ل ا د.
د ا
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ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ت ا
ت ا ء 1

ا ءات ا 2
ة ا ت وا ا ت ا 3
ا ل وا ا ط ر ا 4

وا س ا 5
س ا و ت ا ا 6

ا ر 7
ا ا 8

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ت ا ء

: إذا R ت ء E أن ل
.u + v ∈ E ن u, v ∈ E ن إذا ( ا ق ا ) 1

ن u, v,w ∈ E ن إذا ( ا ا (ا 2
.u + (v + w) = (u + v) + w

( ا ا ) 0 ∈ E ( ا ا ) 3
.u + 0 = 0 + u = u∀u ∈ E

و ا u و −u u ∈ E 4
.u + (−u) = (−u) + u = 0

.u + v = v + u ن u, v ∈ E ن إذا ( ا ا (ا 5
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن α ∈ R و u ∈ E ن إذا د) ب ا ق ا ) 1
.αu ∈ E

.α(u + v) = αu + αv ن α ∈ R و u, v ∈ E ن إذا 2
.(α+ β)u = αu + βu ن α, β ∈ R و u ∈ E ن إذا 3
.(α.β)u = α(βu) ن α, β ∈ R و u ∈ E ن إذا 4

.1.u = u ن u ∈ E ن إذا 5

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

أ
ت. ء Rn 1

ت. ء {(x, y, 2x + 3y); x, y ∈ R} ا 2
ت. ء P = R[X] ود ا ات 3

ء Pn = Rn[X] ,n وي أو أ ر ود ا ات
ت.

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا ءات ا

V ء F أن ل .V F و ت ء V
.V ت ا وذ ت ء F ن إذا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.V F و ت ء V
ا وط ا إذا V ء F

0 ∈ F 1
u + v ∈ F ن ,u, v ∈ F ن إذا 2

.αu ∈ F ن α ∈ R ,u ∈ F ن إذا 3

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

أ
ء F .F = {

(
a b
0 2a − b

)
; a, b ∈ R} 1

.V = M2(R)
F .F = {X ∈ Rn; AX = 0} و A ∈ Mm,n(R) 2
.(AX = 0 ا م ا ل F) .V = Rn ء

.R2 ءا F = {(x, x + 1); x ∈ R} ا 3

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

,Mn ءا W = {A ∈ Mn/ A = −AT} ا 1
.n ر ا ا ت ا ء Mn إن

λ ∈ R و A,B ∈ W إذا ا
(A + B)T = AT + BT = −A − B

و
(λA)T = λAT = −λA.

. ء W إذاً
ن ءا E = {(x, y, z) ∈ R3; xy = 0} ا 2

ـ و (0, 1, 0) ∈ E و (1, 0, 0) ∈ E
.(1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) ̸∈ Eت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

أن ل ت. ا v1, . . . , vn ∈ V و ت ء V
α1, . . . , αn ∈ R و إذا v1, . . . , vn ت w ∈ V

w = α1v1 + . . .+ αnvn.

ل
ت (4, 1, 1) ا
ن (0,−1, 1) ,(2,−1, 3),(1, 0, 2)

(4, 1, 1) = −2(1, 0, 2) + 3(2,−1, 3)− 4(0,−1, 1).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ر ا X =

x1...
xn

 و (m,n) ر ا A

ن A ا ة أ C1, . . . ,Cn إذا .(n, 1)
AX = x1C1 + . . .+ xnCn.

إ AX = B ا م ا ن .(m,n) ر ا A
.A ا ة B ن إذا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.V ء ت ا S = {v1, . . . , vn}
.S V ن إذا V S أن ل

و (n, k) ر ا A و S = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn

. أ C1, . . . ,Ck.B ∈ Rn AX = B م ا ن إذا إ Rn ء ا S ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

،V ء ت ا S = {v1, . . . , vn}
.V ءا S ت W ا ت ا 1

.S ي ء أ W 2

.Vect(S) أو ⟨S⟩ و S ا ء ا ء، ا ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

.e2 = (1,−2, 3,−4) و e1 = (1, 2, 3, 4) ا ت ا R4

ت ا ء ا ا (a, 1, b, 1) ا ن b و a
,e1؟ e2ت ا ء ا ا (a, 1, 1, b) ا ن b و a و
,e1؟ e2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

AX = B ا م ا ن أن (a, 1, b, 1) ∈ ⟨e1, e2⟩ ن

د ا ن م ا ـ و .B =


a
1
b
1

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


ا وا ا

. ا أن (2a − 2b = 1, 4a − 4b = 1)

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

AX = B ا م ا ن أن (a, 1, 1, b) ∈ ⟨e1, e2⟩ ن

.B =


a
1
1
b

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


.b = 2 و a = 1

3 ا ه و . و م ا ا و

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

و (1,−1,−2) ,(2, 3,−1) : ا ت ا R3 ا ء ا E
.(3, 7, 0), (5, 0,−7) : ا ت ا R3 ا ء ا F

ن. و F و E ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا
ا م ا ن أن E ء ا (a, b, c) ا

2x + y = a
3x − y = b
−x − 2y = c

ا م ا م ا ا و
x + 2y = −c
−3y = a + 2c
−7y = b + 3c

.

.7a − 3b + 5c = 0 ن إذا و إ ن م ا ا
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

. د ا ه (1,−1,−2) و (2, 3,−1) ت ا أن و
.F ⊂ E إذاً

ا و F دة (1,−1,−2) و (2, ت(1−,3 ا أن ا و
.E = F أن

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

ا ء ا دا v = (−2, a, b, 5) ا ن a, b ∈ R
.v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) : ا ت ا R4

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

ا R4 ا ء ا دا v = (−2, a, b, 5) ا ن
م ا ن أن .v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) : ا ت

.B =


−2
a
b
5

 و A =


1 −1
−1 2
1 3
2 1

 AX = B ا ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.3 = a − 2 = b+2
4 ن إذا و إ م ا ا و

.b = 10 و a = 5 إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن إذا إ V ء v1, . . . , vn ت ا أن ل
ي. ا ا a1v1 + . . . ,+anvn = 0 د ا ا

ل
.R3 w = (3, 0, 2) v = (1,−1, 2), ,u = (1, 1,−2)

.xu + yv + zw = (0, 0, 0) ⇐⇒


x + y + 3z = 0

x − y = 0
−2x + 2y + 2z = 0

. ا ا و و م ا ا
.−4 ا ه د و

 1 1 3
1 −1 0
−2 2 2

 م ا ا
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

إذا V ت ء v1, . . . , vn ت أن ل
.

ل
w = (3, 2, 2,−1) v = (1, 0, 2,−1), ,u = (0, 1,−2, 1)

.R4

.xu + yv + zw = (0, 0, 0, 0) ⇐⇒


y + 3z = 0
x + 2z = 0

−2x + 2y + 2z = 0
x − y − z = 0

ل. ا د م ا ا
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا ر ا ا و


0 1 3
1 0 2
−2 2 2
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 م ا ا ا ا

.

1 0 2
0 1 3
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 : ا ه ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

V ت ء ت ا S = {v1, . . . , vn} إذا
أ ن إذا و إذا S .n ≥ 2

ت. ا

أ و (m,n) ر ا A و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm

ا م ا ن إذا و إذا S ن .S ت
. ا ا و و AX = 0

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

أ
د m < n و (m,n) ر ا A إذا 1

.AX = 0 م ل ا
. S ن m < n و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm إذا 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

وا س ا

.V ت ء ت ا S = {v1, . . . , vn}
: ا ا إذا V ء س أ S أن ل

V S 1
. S 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

v ن v ∈ V ن و V ء أ S = {v1, . . . , vn} إذا
ة. و v1, . . . , vn ت

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

Rn ء ا ت ا ا ا S = {e1, . . . , en}

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

ء ا س ا أو د ا س ا و Rn ء س أ S ا
.Rn

.Pn ت ا ء أ S = {1,X, . . . ,Xn} أن أ

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل
λ ∈ R أو .v3 = (1, 1, λ) و v2 = (1, λ, 1) ,v1 = (λ, 1, 1)

?R3 ء أ ن {v1, v2, v3} ا
د ا ا ن إذا {v1, v2, v3} ا

xv1 + yv2 + zv3 = 0

.A =

λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

 س: ا ا أن ا و ا ا

.λ ̸∈ {−2, 1} إذاً
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

AX = B ا م ا ن Rn ء ة {v1, v2, v3} ا
س. A ا ن B ∈ Rn

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

T = {u1, . . . , um} و V ء أ S = {v1, . . . , vn}.ت ا
. T ن m > n ن إذا

V ء أ T = {u1, . . . , um} و S = {v1, . . . , vn} إذا
.m = n ن

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

S n ت ا د ن V ء أ S = {v1, . . . , vn} ن إذا
.dimV = n و V ء ا

S = {v1, . . . , vn} إذا و n ه و ت ء V ن إذا
V ء ا ت ا

.V ء س أ S ن S إذا 1

.V ء س أ S ن V S إذا 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ء س أ ي S ن V ء ة S = {v1, . . . , vn} إذا
.V

ا ارز ا ن ة S = {v1, . . . , vm} ⊂ Rn إذا
.S ا ا ء س ود

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

1 ارز

S ت A ن 1

أو در A ردن وس أو وس م ا 2
.C و در

.⟨S⟩ ا ء س أ ا Cف 3

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

2 ارز

S ت أ A ن 1

أو در A ردن وس أو وس م ا 2
.C و در

C ا ا ذات ة ا ا ت ا C1 3

C1 ا A ة ا ا ت ا S1 و
.⟨S⟩ ا ء س أ S1

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ي S ن V ت ا ء ة S = {v1, . . . , vn} إذا 1

.V ء س أ
V ت ء S = {v1, . . . , vn} إذا 2

.S ي V ء Tس أ

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل
: ا ت ا R5 ا ء Wا

,v3 = (1, 2,−1, 2, 0) ,v2 = (2, 0, 4,−2, 4) ,v1 = (1, 0, 2,−1, 2)
.v4 = (1, 4,−4, 5,−2)

.{v1, v2, v3, v4} ى W ء أ أو 1

.{v1, v3} ي R5 ء أ أو 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

ت ا ا أ وا A =


1 2 1 1
0 0 2 4
2 4 −1 −4
−1 −2 2 5
2 4 0 −2

 ا 1

.v1, v2, v3, v4 ت ا
1 2 0 −1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 A ا ا ر ا ا

.W ء س أ {v1, v3} إذاً
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.e3 = (0, 0, 1, 0, 0) ,e2 = (0, 1, 0, 0, 0) ,e1 = (1, 0, 0, 0, 0) ن إذا 2
.{v1, v3} ي و R5 ء س أ {v1, v3, e1, e2, e3} إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

W = {(x, y, z, t) ∈ R4; 2x + y + z = 0, x − y + z = 0}

R4 ء W أن أ 1

.W ء أ أو 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

،u = (x, y, z, t) ∈ W ⇐⇒ AX = 0 ن إذا 1

.X =


x
y
z
t

 ,A =

(
2 1 1 0
1 −1 1 0

)

W ن ، ء AX = 0 ا ا م ل ا ع أن و
.R4 ء

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

AX = 0 ⇐⇒
{
2x + y + z = 0
x − y + z = 0

⇐⇒
{

x = −2y
z = 3y 2

.⇐⇒ X = y


−2
1
3
0

+ t


0
0
0
1


.W ا ء س أ {(−2, 1, 3, 0), (0, 0, 0, 1)} إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

.V = R3 ء ا
و ة T إ و ة و S إ

.
ا

و S = {(1, 0, 0)} أن
.T = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)}

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

س ا و ت ا ا

v ∈ V ن و V ء أ S = {v1, . . . , vn} إذا
v = x1v1 + . . . xnvn

و Sس v ا ت ا إ (x1, . . . xn) ن

[v]S =

x1...
xn


.Sس v ا ا ا و

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

إذا و .V ء أ C = {u1, . . . , un} و B = {v1, . . . , vn} ن إذا
CPB ا [v1]C, . . . , [vn]C أ n ر ا CPBو س

[v]C = CPB[v]B
.v ∈ V

.Cس ا إ Bس ا ل ا CPB ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ء أ B = {v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0,−2), v3 = (1, 1, 0)}
س ا C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)} و R3

.R3 ء د ا
.BPC و CPB أو 1

.[v]C =

 1
0
−1

 ن إذا [v]B أو 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.BPC =

−2 2 −1
−1 1 −1
2 −1 1

 CPB =

0 1 1
1 0 1
1 −2 0

 1

.[v]B = BPC[v]C =

−1
0
1

 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل
و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) ت ا ,R3 أن أ

ا X = (x, y, z) ا ت ا إ أو و أ ن w = (−2, 1,−2)

س. ا
.(2y + z, −x+z

3 , −x+3y+z
3 اب ا

ا
و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) ت ا أ ا ا

.A =

1 −1 −2
0 −1 1
1 2 −2

 w = (−2, 1,−2)

w = (−2, 1,−2) و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) ن |A| = −3 أن
.R3 ء أ ن

.
a

b
c

 = A−1X =

 2y + z
−x+z

3−x+3y+z
3

 ن X = au + bv + cw ن إذا
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

ء أ S = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (1, 0,−1)} ت ا أن أ
ا .(0, 0, 1) و (1, 0, 1) ,(1, 0, 0) ا ت ا ت ا إ أو .R3

س. ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا
ا

:
.
∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 0
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −3 ̸= 0

.R3 ء أ S إذاً
.(1, 0, 0) = 1

3(1, 1, 1)−
1
3(−1, 1, 0) + 1

3(1, 0,−1)

.(13 ,−1
3 ,

1
3) Sس ا ا إ إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

.(0, 0, 1) = 1
3(1, 1, 1)−

1
3(−1, 1, 0)− 2

3(1, 0,−1)

.(13 ,−1
3 ,−

2
3) Sس ا ا إ إذاً

.(1, 0, 1) = (1, 0, 0) + (0, 0, 1)

.(23 ,−2
3 ,−

1
3) Sس ا ا إ إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.(m,n) ر ا A
و A ا ء ا ،A ا ف ا Rn ا ء ا

.row(A)

و A دي ا ء ا ،A ا ة ا Rm ا ء ا
.col(A)

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا ا B إذا .(m,n) ر ا A
.row(A) = row(B) ن A ا ف أو ت اء A

A در B و (m,n) ر ا A
. B ا ا ف ا ن

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.(m,n) ر ا A
و ا ر A ا ء ا

.rank(A) = dim(row(A))

.(m,n) ر ا A
.A در أي ا ا د ا ر

ن (m,n) ر ا A

rank(A) = dim(row(A)) = dim(col(A)).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن (m,n) ر ا A

rank(A) = rank(AT).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

و m ر ا س P و (m,n) ر ا A إذا
ن n ر ا س Q

rank(A) = rank(PAQ).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن ا
ر ا A ا ب A ا ف أو اء إ أن

أو ت ب P ا أن و . أو
ن ا . و ا ا ت ا PA ل ا

rank(A) = rank(PA).

ا ا ل و
rank(A) = rank(PAQ).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا رات ا ن (m,n) ر ا A إذا
. ا ا و و AX = 0 م 1

. A ا ة أ 2
rank(A) = n. 3

س. ATA 4

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا رات ا ن (m,n) ر ا A
.B ∈ Rm AX = B م ا 1

.Rm A ا ة أ 2
rank(A) = m. 3

س. AAT 4

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا ء ا .(m,n) ر ا A

{X ∈ Rn; AX = 0}

ه و N(A) و A ي ا ء ا
.nullity(A) و A ا

ا ء ا
{AX; X ∈ Rn}

.Im(A) و A ا رة

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.Im(A) = col(A) ن (m,n) ر ا A

ت ا
ن (m,n) ر ا A

nullity(A) + rank(A) = n.

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

A =


1 2 −1 −1
0 −1 2 3
2 3 0 1
1 1 1 2

 ا

. ي ا ء أ أو 1

. دي ا ء أ 2

.A ا ر أو 3

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا

.

1 0 3 5
0 1 −2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

 A ا ا ر ا ا

. ي ا ء س أ (−5, 3, 0, 1) ,(−3, 2, 1, 0) 1

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

. دي ا ء س أ (−1, 2, 3, 1) ,(0, 1, 2, 1) 1
.2 A ا ر 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

,e3 = (3, 2, 2,−1) e2 = (1, 0, 2,−1), ,e1 = (0, 1,−2, 1)
ا رات ا .R4 ت e5 = (0, 0, 0, 1) و e4 = (0, 0, 1, 0)

:
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} 1

.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 2
.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} = R4 3

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا
.e1, e2, e3 ت ا ت ا أ وا A ا 1
.A ا ء ا Vect{e1, e2, e3} ء ا

A ا ا ر ا ا
.A1 =

1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0


.dimVect{e1, e2, e3} = 2 إذاً

و إ Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} ن
2 B ا ا ر إذا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.B =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
−1 1 −4 2
1 1 0 0



.A2 =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 B ا ا ر ا ا

إذاً
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)}

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

.2(1, 1, 0, 0) = e3 − e2 ,(1, 1, 0, 0) = e1 + e2 2
.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} إذاً
و (1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 3

.e2 ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4}
و dimVect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} = 2 إذاً

dimVect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ≤ 3

.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ̸= R4 إذاً

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ل

.u4 = (3, 8, 5) ,u3 = (1, 1, 0) ,u2 = (1, 3, 2) ,u1 = (1, 2, 1) ,R3

.F = G أن أ .G = Vect(u3, u4) و F = Vect(u1, u2) و

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا
ن ن u3, u4 ن ا و ن u1, u2 ن ا أن

.dimE = dimF = 2

.A =


1 2 1
1 3 2
1 1 0
3 8 5

 ،2 ا ا ر إذا و إ F = G

.

1 0 −1
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ا ه ا ا ر ا ا

.F = G إذاً
ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا ا

و F ∩ G إذاً .V ً ً ء G و F و ت ء E
إذا و .V F + G = {u + v : u ∈ F, v ∈ G}
ءات F1 + . . .+ Fm و ∩m

j=1Fj ن ، ت F1, . . . ,Fm.V
.F1, . . . ,Fm ا ءات ا ي ء أ F1 + . . .+ Fm ء ا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن ،V ً ً ء G و F و ت ء E ن إذا
dim(F + G) = dimF + dimG − dim(F ∩ G).

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ن إذا ،E = F ⊕ G و G و F E ء ا أن ل
.F ∩ G = {0} و E = F + G

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا رات ا ن ،V ً ً ء G و F و ت ء E ن إذا
:

E = F ⊕ G 1
و v ∈ F u = v + w رة ا ة و u ∈ E 2

.w ∈ G
أ C = {w1, . . . ,wn} و F ء أ B = {v1, . . . , vm} ن إذا 3
.E ء أ B ∪ C = {v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn} ن G ء

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

dimE = dimF + dimG ن E = F ⊕ G ن إذا

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

E أن ل .E ت ء ءات F1, . . . ,Fn

ن إذا E = F1 ⊕ . . .⊕ Fn و F1, . . . ,Fn ا ءات
E = F1 + . . .+ Fn 1

.1 ≤ k ≤ n Fk ∩
(∑

j̸=k Fj
)
= {0} 2

ت ا ءات ل ا د.



ت ا ء
ا ءات ا

ة ا ت وا ا ت ا
ا ل وا ا ط ر ا
وا س ا

س ا و ت ا ا
ا ر
ا ا

ا رات ا ن E ت ء ءات F1, . . . ,Fn إذا
:

E = F1 ⊕ . . .⊕ Fn 1
u = v1 + . . .+ vn رة ا ة و u ∈ E 2

.1 ≤ k ≤ n vk ∈ Fk

E ء أ
n⋃

k=1

Bk ن 1 ≤ k ≤ n Fk ء أ Bk ن إذا 3

dimE =
∑n

k=1 Fk أن و

ت ا ءات ل ا د.
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