
ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ا ب ا ءات

ل ا د.
د ا
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ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ا ب ا

.R ت ء V
إذا V دا ب 〈 , 〉 : V × V −→ R ا ا أن ل

.α ∈ R ,u, v,w ∈ V
〈u, v〉 = 〈v, u〉 1

〈u + v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉 2
〈αu, v〉 = α〈u, v〉 3

〈u, u〉 ≥ 0 4
〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 5

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

أ

: ف Rn د ا ا ا ب ا 1
,v = (v1, . . . , vn) و u = (u1, . . . , un) ,u, v ∈ Rn ن إذا

〈u, v〉 =
n∑

j=1

ujvj = u1v1 ++ . . .+ unvn.

, f, g ∈ E .[0, 1] ا وال ا ء E = C([0, 1]) ن إذا 2
: E ا ا ب ا ف

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t).

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

a, b, c, d ∈ R ,u, v,w, x ∈ E ن ذا و دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا
ن

〈u + v,w + x〉 = 〈u,w〉+ 〈u, x〉+ 〈v,w〉+ 〈v, x〉.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ول ا ل ا

ف ،v = (a, b) و u = (x, y)

〈u, v〉 = 2ax + by − bx − ay

.R2 دا 〈 , 〉
.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و 〈u, u〉 ≥ 0 أن أن

〈u, u〉 = 2x2 + y2 − 2xy = (x − y)2 + x2 ≥ 0

.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ل ا

ف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z)

〈u, v〉 = 2ax + by + 3cz − bx − ay + cy + bz

.R3 دا 〈 , 〉
.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و 〈u, u〉 ≥ 0 أن أن

〈u, u〉 = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + 3z2

= (y + z − x)2 + (x + z)2 + z2 ≥ 0

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ل ا

ف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z)

〈u, v〉 = 2ax + by + cz − bx − ay + cy + bz

.R3 دا 〈 , 〉

〈u, u〉 = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + z2

= (y + z − x)2 + x2 + 2xz
= (y + z − x)2 + (x + z)2 − z2.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ا ل ا

ف ,A = (aj,k) ∈ Mn(R) إذا

tr(A) =

n∑
j=1

aj,j

و
〈A,B〉 = tr(ABT)

.A,B ∈ Mn(R).Mn(R) ء ا دا (A,B) 7−→ 〈A,B〉

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا وال ا ف ,v = (y1, y2, y3) ,u = (x1, x2, x3) ن إذا
.f, g, h, k : R2 × R3 −→ R

.f(u, v) = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 + x2y1 + 2x1y2 + x2y3 + y2x3 1
g(u, v) = x1y2 + x2y1 + x2y3 + x3y2 + 3x1y3 + 3x3y1. 2

h(u, v) = 3
x1y1 + x2y2 + x3y3 + x2y1 + x1y2 + x2y3 + y2x3 + x3y1 + x1y3.

k(u, v) = x1y1 + x2y2 + x3y3−x2y3−x3y2 + x1y3 + y1x3. 4
.R3 دا f, g, h, k وال ا د

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا
.R3 دا f إذاً .f(u, v)− f(v, u) = x1y2 − x2y1 1

g(u, u) = 2x1x2+2x2x3+6x1x3 = 2(x1+x3)(x2+3x3)−6x23 = 2
. .(x1 + x2 + 4x3)2 − (x1 − x2 − 2x3)2 − 6x23

.R3 دا g إذاً
3

h(u, u) = x21 + x22 + x23 + 2x1x2 + 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x2 + x3)2

ن R3 دا h إذاً
h(u, u) = 0 6⇒ u = 0.

4
ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

k(u, u) = x21 + x22 + x23 − 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x3)2 + x22 − 2x2x3
= (x1 + x3)2 + (x2 − x3)2 − x23

ن R3 دا k إذاً
k(u, u) = 0 6⇒ u = 0.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ل
ن a, b أو

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x2y2 + ax1y2 + bx2y1

.R2 دا

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا

.a = b ن أن 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 〈(y1, y2), (x1, x2)〉 ن

〈(x1, x2), (x1, x2)〉 = x21 + x22 + 2ax1x2
= (x1 + ax2)2 + x22(1− a2).

.|a| < 1 ن إذا و إ R2 دا 〈 , 〉 إذاً

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

. دا ب ء (E, 〈 , 〉)

: ا ر أو ل ف ,u ∈ E ن إذا 1

‖u‖ =
√

〈u, u〉.

: v و u ا ف ,u, v ∈ E ن إذا 2

d(u, v) = ‖u − v‖.

: u, v ∈ E 0 ≤ θ ≤ π او ا ف و 3

cos θ =
〈u, v〉

‖u‖.‖v‖

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ف ا M2(R), 〈 , 〉) ا ا ب ا ء ا
〈A,B〉 = tr(ABT).

ا او ا θ إذا cos θ أو
.B =

(
2 1
1 1

)
و A =

(
1 −1
2 3

)
.‖B‖2 = 7 ,‖A‖2 = 15 ,ABT =

(
1 0
7 5

)
إذاً

cos θ =
2
√
3√

35
.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

( ار )
u, v ∈ E و دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا

إذاً
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖

. u, v ا ن إذا إ وات ا ن و

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ن ا

ا ود ا ة Q(t)

Q(t) = ‖u + tv‖2 = ‖u‖2 + 2t〈u, v〉+ t2‖v‖2.

أي ، ن Q(t) ن ,t ∈ R Q(t) ≥ 0 أن
〈u, v〉2 ≤ ‖u‖2‖v‖2.

ب. ا ا و
. وي ا أن ا ،|〈u, v〉| = ‖u‖‖v‖ ن إذا

.Q(t) = 0 t ∈ R إذاً
. u, v ا إذاً

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

u, v ∈ E و (E, 〈 , 〉) ن إذا
إذاً

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

ن ا
‖u+v‖2 = ‖u‖2+‖v‖2+2〈u, v〉 ≤ ‖u‖2+‖v‖2+2‖u‖ ‖v‖ = (‖u‖+‖v‖)2.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

و u, v ∈ E أن ل . دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا
.〈u, v〉 = 0 ن إذا ,u ⊥ v

رس) ة )
ن u ⊥ v ن إذا

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

ن ا
‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2〈u, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

S = {e1, . . . , en} أن ل . دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا
ن إذا ة ا ت ا

〈ej, ek〉 = 0, ∀1 ≤ j 6= k ≤ n.

ن إذا ر أ ل و
‖ej‖ = 1, ∀1 ≤ j ≤ n.

ن إذا ة و ر أ ل و
〈ej, ek〉 = δj,k, ∀1 ≤ j, k ≤ n.

(.δj,j = 1 و j 6= k ن إذا δj,k = 0)
ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

. ي ا ا ي و ة

أ S = {e1, . . . , en} إذا و دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا
ن u ∈ E ن إذا و ا و ر

u = 〈u, e1〉e1 + . . .+ 〈u, en〉en.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

E (v1, . . . , vn) و دا ب ء (E, 〈 , 〉) ن إذا
(e1, . . . , en) ة و ر ة و

,k ∈ {1, . . . , n} 1

Vect(e1, . . . , ek) = Vect(v1, . . . , vk),

,k ∈ {1, . . . , n} 2
〈ek, vk〉 > 0.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ن ا
: (u1, . . . , un) ة ول ا

u1 = v1
u2 = v2 −

〈u1, v2〉
‖u1‖2

u1

...
un = vn −

n−1∑
i=1

〈ui, vn〉
‖ui‖2

ui.

: (u1, . . . , un) ا (e1, . . . , en) ا
ek =

uk
‖uk‖

, k ∈ {1, . . . , n}.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ل

ت ا R4 F ا ء ا
S = {u = (1, 1, 0, 0), v = (1, 0,−1, 0), w = (0, 0, 1, 1)}.

.F ا ء س أ S أن أ 1

. ام ارز ل F ا ء ا ر أ أو 2
ي). ا ب ا ا ا ب ا )

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا

.u, v,w أ وا A =


1 1 0
1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 1

S أن ا و A =


1 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 A ا ر ا ا

.F ا ء س أ
,u2 =

1√
6
(1,−1,−2, 0) ,u1 =

1√
2
(1, 1, 0, 0) 2

.u3 =
1√
12
(1,−1, 1, 3)

F ا ء ري س أ {u1, u2, u3}

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

.R2 دا 〈(a, b), (x, y)〉 = ax+ ay+ bx+2by أن أ 1

س ا ام إ 2

. و ري س أ إ {u1 = (1,−1), u2 = (1, 2)}

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا

• 〈(a, b) + (c, d), (x, y)〉 = (a + c)x + (a + c)y + (b + d)x + 1
2(b + d)y = 〈(a, b), (x, y)〉+ 〈(c, d), (x, y)〉

• 〈(a, b), (x, y)〉 = ax + ay + bx + 2by = 〈(x, y), (a, b)〉
• 〈λ(a, b), (x, y)〉 = λax+λay+λbx+2λby = λ〈(a, b), (x, y)〉

• 〈(a, b), (a, b)〉 = a2 + 2ab + 2b2 = (a + b)2 + b2 ≥ 0

• 〈(a, b), (a, b)〉 = 0 ⇐⇒ a + b = 0 = b ⇐⇒ a = b = 0

v2 = (1, 0) ا وا ري u1 ا 2

. و ري س أ {v1 = (1,−1), v2 = (1, 0)} إذاً

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ل
أن M2(R) ء أ S = {u1, u2, u3, u4}

u1 =

(
1 −1
0 1

)
, u2 =

(
1 0
1 1

)
, u3 =

(
1 0
0 2

)
, u4 =

(
0 1
1 1

)
. و ري س أ إ S س ا ام

v1 =
1√
3

(
1 −1
0 1

)
.

,〈u2, v1〉 =
2√
3

u2 − 〈u2, v1〉v1 =
1

3

(
1 2
3 1

)
.

v2 =
1√
15

(
1 2
3 1

)
.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

〈u3, v2〉 =
3√
15

,〈u3, v1〉 =
√
3

u3 − 〈u3, v1〉v1 − 〈u3, v2〉v2 =
1

5

(
−1 3
−3 4

)
.

v3 =
1√
35

(
−1 3
−3 4

)
.

〈u4, v3〉 =
4√
35

,〈u4, v2〉 =
6√
15

,〈u4, v1〉 = 0

u4 − 〈u4, v1〉v1 − 〈u4, v2〉v2 − 〈u4, v3〉v3 =
1

35

(
−10 −39
−29 −29

)
.

v4 =
1√
7

(
2 1
−1 −1

)
.

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا ت ا R4 ي ا ء ا F ا ء ا
u1 = (1, 2, 0, 2), u2 = (−1, 1, 1, 1).

ت. ام ارز ل F ء ا ر أ أو 1

ا ا أن أ 2
.R4 ءا F⊥ = {u ∈ R4 : 〈u, v〉 = 0, ∀v ∈ F}

.F⊥ ء ا ر أ أو 3

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

ا
,〈u2, v1〉 = 1 ,v1 = 1

3
u1 1

u2 − 〈u2, v1〉v1 = (0, 3, 1,−1)− 1
3(−1, 1, 1, 1) = 1

3(−4, 1, 3, 1).

.v2 = 1
3
√
3
(−4, 1, 3, 1) إذاً

.F ء ا ر أ (v1, v2)
ن u ∈ F و α, β ∈ R ,v1, v2 ∈ F⊥ ن إذا 2

〈αv1 + βv2, u〉 = α〈v1, u〉+ β〈v2, u〉 = 0.

.R4 ءا F⊥ ا ا إذاً
.u = (x, y, z, t) ∈ R4 3

u ∈ F⊥ ⇐⇒
{
〈u, u1〉 = 0
〈u, u2〉 = 0

⇐⇒
{

x + 2y + 2t = 0
−x + y + z + t = 0

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

{
x + 2y + 2t = 0

−x + y + z + t = 0
⇐⇒

{
x = 2

3z
y = − z

3 − t

.u ∈ F⊥ ⇐⇒ u = − z
3(−2, 1,−3, 0) + t(0,−1, 0, 1) إذاً

.F⊥ ء أ ن e1 = (−2, 1,−3, 0), e2 = (0,−1, 0, 1) ا
,〈w1, e2〉 = − 1√

14
,w1 =

1√
14

e1
.e2 − 〈e2,w1〉w1 =

1
14(2, 13, 3, 14)

ء ا ر أ ( 1√
14
(−2, 1,−3, 0), 1

3
√
42
(2, 13, 3, 14)) إذاً

.F⊥

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

: ف وا R3 ء ا ا ا ب ا
〈(x, y, z), (x′, y′, z′)〉 = 2xx′ + 4yy′ + zz′ + 2xy′ + 2yx′.

د ا س ا ت ام ارز ا 1
س ا د C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)}

R3 ء B = {v1, v2, v2} و ري
.R3 ء ا u = (1, 2, 3) 2

B س u ا ت ا إ [u]B أو

ا ا ب ا ءات ل ا د.



ا ا ب ا
ا

ر ا ت ا

R3 ء و ري { 1√
2
u1,

1√
2
(u2 − u1), u3} س ا 1

ن ،R3 u = (1, 2, 3) ن إذا 2

.[u]B =

〈u, v1〉
〈u, v2〉
〈u, v3〉

 =


6√
2
4√
2

3



ا ا ب ا ءات ل ا د.
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