
ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا ت ا

ل ا د.
د ا
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ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ت ا

ا ت ا 1

ا ا رة و اة 2

س ا و ا ا 3

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

T أن ل . T : V −→ W و ت ء W و V
α ∈ R ,u, v ∈ V ن إذا

.T(u + v) = T(u) + T(v) 1
.T(αu) = αT(u) 2

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ت

ن T : V −→ W ن إذا
.T(0) = 0 1

.T(−u) = −T(u) 2
.T(u − v) = T(u)− T(v) 3

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

: ا وال ا د
T1 : R3 → R2, T1(x, y, z) = (x + y + z, x − z + y)
T2 : R3 → R2, T2(x, y, z) = (xy, z)
T3 : R3 → R2, T3(x, y, z) = (x + y − 3z, z + y − 1)
T4 : R3 → R3, T4(x, y, z) = (x + y, z + y, x2)
T5 : R3 → R3, T5(x, y, z) = (x + y, z + y, 0)
T6 : R3 → R3, T6(x, y, z) = (−x + 2z, y + 2z, 2x + 2y)
T7 : R3 → R, T7(x, y, z) = x + y − z.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

. T1

T2

.T(0) 6= 0 ن T3

T4

. T5

. T6

. T7

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

.V = Mn(R) ء ا
.T(A) = detA : T : V −→ R ا ا ف

. T ا ا
.det(A + B) 6= detA + detB ن T ا ا

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

و إذا T ن T : V −→ W ن إذا
T(αu + βv) = αT(u) + βT(v) ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ت

ن T : V −→ W ن إذا 1
T(α1u1 + . . .+ αnun) = α1T(u1) + . . .+ αnT(un).

.V ء أ S = {u1, . . . un} و T : V −→ W ن إذا 2
.T(u1), . . . ,T(un) د إذا ا ا إذاً

.a ∈ R ,T(x) = ax T : R −→ R ة ا ا ت ا 3

,T(x, y) = ax + by T : R2 −→ R ة ا ا ت ا 4
.a, b ∈ R

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ة ف ا TA : Rn −→ Rm ا ن A ∈ Mm,n(R) إذا
ا ا ا و X ∈ Rn TA(X) = AX

.A

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

Rn ء أ B = (e1, . . . , en) و T : Rn −→ Rm

T = TA .Rm ء أ C = (u1, . . . , um) و
.[T(e1)]C, . . . , [T(en)]C أ A = [ai,j] ∈ Mm,n(R)

س ا و B س T ا دة ا ا A ا
.C

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

و V ء أ S = {v1, . . . , vn} و ت V,W
.W ء ا ت ا {w1, . . . ,wn}

.1 ≤ j ≤ n T(vj) = wj T : V −→ W ا و

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

وا T ا اة ف . T : V −→ W
ا ا ker(T)

ker(T) = {v ∈ V; T(v) = 0}.

ا ا Im(T) وا T ا رة ف
Im(T) = {T(v); v ∈ V}.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

Im(T) و V ء ker(T) ن T : V −→ W ن إذا
.W ء

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا ker(T) ء ا ن T : V −→ W ن إذا
ر Im(T) ء ا ،(nullity(T)) و T ا

(rank(T)) و T ا ا

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

TA(X) = AX ة ف ا TA : Rn −→ Rm و A ∈ Mm,n(R) إذا
.Im(T) = colA و ,rank(T) = rankA ن

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل
: ف ا ا ا T : R3 −→ R2

.T(x, y, z) = (2x − y + 3z, x − 2y + z)

(x, y, z) ∈ ker(T) ⇐⇒
{
2x − y + 3z = 0
x − 2y + z = 0

.
[
2 −1 3
1 −2 1

∣∣∣∣ 00
]
: ا م ا ا ا ا

إذاً
(x, y, z) ∈ ker(T) ⇐⇒ x = 5y, z = −3y.

ker(T) = 〈(5, 1,−3)〉.

.T(x, y, z) = x(2, 1) + y(−1,−2) + z(3, 1)
إذاً

Im(T) = 〈(2, 1), (−1,−2), (3, 1)〉 = 〈(2, 1), (−1,−2)〉.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا ن V ء أ {v1, . . . vn} و T : V −→ W ن إذا
.Im(T) ء ا {T(v1), . . .T(vn)}

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ت ا
ن dimV = n ن و T : V −→ W ن إذا

nullity(T) + (rank(T) = n.

أي
dimker(T) + dimIm(T) = n.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

. T : V −→ W ن إذا
u, v ∈ V إذا أو دي أ T أن ل 1

T(u) = T(v) ⇒ u = v.

.Im(T) = W ن إذا أو T أن ل 2

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

. T : V −→ W ن إذا
.ker(T) = {0} ن إذا و إ د أ T ا ن

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ن dim V = dim W = n و T : V −→ W ن إذا
. T ن إذا و إذا د أ T ا

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

ة ف ا T : R4 −→ R4 ا ا اة و رة أ
T(x, y, z, t) = (x − y, 2z + 3t, y + 4z + 3t, x + 6z + 6t).

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

.(x, y, z, t) ∈ Ker(T) ⇐⇒ x = y = 3t = −2z
. ا ا اة س أ (6, 6,−3, 2) إذاً
ا ا ة T ا ا رة

1 −1 0 0
0 0 2 3
0 1 4 3
1 0 6 6



ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

وا
1 −1 0 0
0 1 4 3
0 0 1 3

2
0 0 0 0


و . در

{(1, 0, 0, 1), (−1, 0, 1, 0), (0, 2, 4, 6)}

. ا ا رة أ

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

. T : V −→ W و V,W
ا ن S = {u1, . . . , un} و دي أ ا ن إذا

. {T(u1), . . . ,T(un)}

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

a1T(u1) + . . .+ anT(un) = 0 ⇐⇒ T(a1u1 + . . .+ anun) = 0

⇐⇒ a1u1 + . . .+ anun = 0

.a1 = . . . = an = 0 ن S ا أن و دي. أ T ن

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

و V ء أ B = (u1, . . . , un) و T : V −→ W
وا [T]CB ة و .W ء أ C = (v1, . . . , vm)

.[T(u1)]C , . . . , [T(un)]C أ
و .C س ا و B س T ا ا [T]CB ا

[T(v)]C = [T]CB [v]B ; ∀v ∈ V.

.[T]CB [T]C ا B = C و V = W ن إذا

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

: ف ا ا ا T : R3 −→ R2

.T(x, y, z) = (2x − y + 3z, x − 2y + z)(
2 −1 3
1 −2 1

)
: R3 ء د ا س T ا ا

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

إذا Tj(x, y, z) أو و R3 ء د ا س ا ا ا إ
ن

,T1((0, 1, 0)) = (1, 2, 2) ,T1((1, 0, 0)) = (1, 1, 1) 1
T1((0, 0, 1)) = (1, 2, 3)

,T2((0, 1, 0)) = (−1, 1, 1) ,T2((1, 0, 0)) = (1,−1, 1) 2
T2((0, 0, 1)) = (−1,−1, 1)

,T3((0, 1, 0)) = (1, 2, 1) ,T3((1, 0, 0)) = (1, 1, 1) 3
.T3((0, 0, 1)) = (2,−2, 1)

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

.T1(x, y, z) = (x+ y+ z, x+2y+2z, x+2y+3z) ,
1 1 1
1 2 2
1 2 3

 1

,
 1 −1 −1
−1 1 −1
1 1 1

 2

.T2(x, y, z) = (x − y − z,−x + y − z, x + y + z)

.T3(x, y, z) = (x+ y+2z, x+2y− 2z, x+ y+ z) ,
1 1 2
1 2 −2
1 1 1

 3

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ن V ء أ C و B ن و T : V −→ V ن إذا
[T]B = BPC [T]C CPB.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

C د ا س ي وا ا ا T : R3 −→ R3

R3 ء

[T]C =

−3 2 2
−5 4 2
1 −1 1


ا B س [T]B ا ا أو

B = {u = (1, 1, 1), v = (1, 1, 0), w = (0, 1,−1)}.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا
C س ا إ B س ا ا

CPB =

1 1 0
1 1 1
1 0 −1


B س ا إ S س ا ا إذاً

BPC = SP−1
B =

−1 1 1
2 −1 −1
−1 1 0


و

[T]B = BPC[T]CCPB =

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 .

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

ف ا T : R3 −→ R3 ا ا
T(x, y, z) = (3x + 2y, 3y + 2z, 9x − 4z).

.T ا ا ا 1

.T ا ا رة و اة ا 2

س T ا ا أو 3
.S = {(0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

A =

3 2 0
0 3 2
9 0 −4

 T ا ا 1

ه .
3 2 0
0 3 2
9 0 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 : AX = 0 ا م ا ا 2

.
3 2 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 ا ا

.R3 : T ا ا رة و ker(T) = {0} إذاً
.P =

0 0 1
0 1 1
1 1 1

 ا 3

.P−1 =

 0 −1 1
−1 1 0
1 0 0


: S س ا T ا ا إذاً

.P−1AP =

−6 −9 0
2 3 0
0 2 5



ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل
.u3 =

1
3(2,−2, 1) ,u2 =

1
3(2, 1,−2) ,u1 =

1
3(1, 2, 2)

.R3 ء و ري س أ {u1, u2, u3} أن أ 1

: T : R3 7→ R3 ا ا ف 2

س ا {e1, e2, e3} ،T(e3) = u3 و T(e2) = u2 ,T(e1) = u1

.R3 ء د ا
أو و {e1, e2, e3} س ا T ا P أو

.T(x, y, z)
: S : R3 7→ R3 ا ا ف 3

.S(x, y, z) = (−x + 2z, y + 2z, 2x + 2y)
.{e1, e2, e3}س A أو و S أن أ
.n ∈ N ,An أو {u1, u2, u3} س S أو 4

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

د ا أن 1∣∣∣∣∣∣
1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = −27

و ‖u1‖ = ‖u2‖ = ‖u3‖ = 1 أن و س. أ {u1, u2, u3} ,u1〉.إذاً u2〉 = 〈u1, u3〉 = 〈u2, u3〉 = 0

إذاً
.R3 ء و ري س أ {u1, u2, u3} أن أ

2

P =
1

3

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1


و

T(x, y, z) = 1

3
(x + 2y + 2z, 2x + y − 2z, 2x − 2y + z).

. S ت إ ا 3

A =

−1 0 2
0 1 2
2 2 0

 .

إ {u1, u2, u3} س ا ا ا P ف ا 4

ا ا B إذا و {e1, e2, e3} س ا
ن {u1, u2, u3} س

B = P−1AP.
و P−1 = PT = P

B =

3 0 0
0 −3 0
0 0 0

 .

Bn = 3n

1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 0

 .

An = PBnP.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ل

T : R3 7→ R3 ا ا ف .A =

 2 −2 3
−2 2 3
3 3 −3

 ا
.R3 ء (e1, e2, e3) د ا س A ف ا

.T(x, y, z) أو 1

و T(u1) = 3u1 R3 ء (u1, u2, u3) ا أ أو 2
.T(u2) = 4u2

.(u1, u2, u3) س T ا ا أو 3

,S(e1) = u1 : S : R3 −→ R3 ا ا ن ا ف 4
.S(e3) = u3 و S(e2) = u2

د. ا س S ا ا P أو
ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

.P−1 أو و س P ا أن أ 1
د. ا س P−1 ف ا U ا ا 2

.k = 1, 2, 3 U(uk) أو
.F = U ◦ T ◦ S 3

.F(e3) ,F(e2) ,F(e1) إ
.n ∈ N An وا F ا ا أو

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ا

1

T(x, y, z) = (2x − 2y + 3z,−2x + 2y + 3z, 3x + 3y − 3z).
.u = (x, y, z) 2

T(u) = 3u ⇐⇒


−x − 2y + 3z = 0
−2x − y + 3z

3x + 3y − 6z = 0
⇐⇒ x = y = z.

.u1 = (1, 1, 1)

T(u) = 4u ⇐⇒


−2x − 2y + 3z = 0
−2x − 2y + 3z

3x + 3y − 7z = 0
⇐⇒

{
x = −y
z = 0

.

.u3 = (1, 1,−2) ر أن و u2 = (1,−1, 0)

(u1, u2, u3) س T ا ا 3

[T] =

3 0 0
0 4 0
0 0 −6


4

P =

1 1 1
1 −1 1
1 0 −2



ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

س. أ (u1, u2, u3) ن س P ا 1

.P−1 = 1
6

2 2 2
3 −3 0
1 1 −2


.U(u3) = (0, 0, 1) ,U(u2) = (0, 1, 0) ,U(u1) = (1, 0, 0) 2

.F = U ◦ T ◦ S 3
,F(e1) = U ◦ T(u1) = 3U(u1) = 3(1, 0, 0)
,F(e2) = U ◦ T(u2) = 4U(u2) = 4(0, 1, 0)

.F(e3) = U ◦ T(u3) = −6U(u3) = −6(0, 0, 1)
F ا ا

D =

3 0 0
0 4 0
0 0 −6

 .

An = PDnP−1.

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

ف ا T : R3 → R3 ا ا
R3 ء C د ا س A =

1 1 1
2 1 0
3 1 −1


Im(T) ء وأ KerT ء أ او 1

.T ا ا أو 2

س ا 3
R3 ء B = {v1 = (1,−1, 0), v2 = (0, 1,−1), v3 = (1, 1, 1)}

[T(v3)]C و BPC ،CPB او
.B س T ا ،[T]B او 4

ا ت ا ل ا د.



ا ت ا
ا ا رة و اة

س ا و ا ا

س أ {(1, 2, 3), (1, 1, 1)} و KerT ء أ {(1,−2, 1)} 1
.Im(T) ء

.1 T ا 2

،BPC = 1
3

2 −1 −1
1 1 −2
1 1 1

 و CPB =

 1 0 1
−1 1 1
0 −1 1

 3

.[T(v3)]C =

3
3
3


[T]B = BPC[T]CCPB = 1

3

−1 −1 0
−1 −1 0
1 1 1

 4

ا ت ا ل ا د.
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