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اॊूول اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 1 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ


−3 1 1 2
1 −4 2 −1
0 −1 −2 1
1 0 1 0

 R1,2,3R1,2,(−1)R1,4−→


1 −4 2 −1
0 −11 7 −1
0 −1 −2 1
0 4 −1 1


R2,3,(−1)R2,(11)R2,3−→

(−4)R2,4


1 −4 2 −1
0 1 2 −1
0 0 29 −12
0 0 −9 5


3R4,3,5R3,4−→

R3,4,(−2)R3,4


1 −4 2 −1
0 1 2 −1
0 0 1 20
0 0 0 −37


4R2,1,(−2)R3,2−→

( 1
−37

)R4


1 0 10 −5
0 1 0 −41
0 0 1 20
0 0 0 1


(41)R4,2,(−20)R4,3−→

5R4,1


1 0 10 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(−10)R3,1−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .



5 ا৙৑ول اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .1 .0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . ሒሃ B గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ ۰༥رᄴᄟا اܳݱ٭؞۰ ዻዧᄔც

1 0 1 0 0
0 1 −2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . ሒሃ C గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ ۰༥رᄴᄟا اܳݱ٭؞۰

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.a, b, c ∈ R ،X =

 a 2a− 1 a
b+ 2 2b+ 3 b
c+ 2 2c+ 1 c


:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.
 0 1 −1

1 −2 3
−1 1 −1

 ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس .1
B+I = 2A−1 ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و (B+I)−1 = 1

2
A ڣ؆ن 2(B+I)−1 = A Ⴄ၍ن إذا .2

.B = 2A−1 − I =

−1 2 −2
2 −5 6
−2 2 −3

 و

:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.A−1 =

 2 0 1
−17 5 −7
−31 2 −13


:5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒ−1ڞ 3 −2

2 −4 3
0 −1 1

 ሒሃ
1 1 −1
2 1 1
2 1 2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس
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.A = I + 1
8

−1 3 −2
2 −4 3
0 −1 1

 و A− I = 1
8

−1 3 −2
2 −4 3
0 −1 1

 ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و

:6 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.BA

(
x+ z y + t
−x −y

)
,AB

(
x− y x
z − t z

)
.x = y + t و z = −y إذا ڣگޔ إذا و إذا AB = BA إذاً

.y, t ∈ R ,
(
y + t y
−y t

)
ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ᆇᅹ٭ؕ إذاً

:7 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.A2 =

1 −2 −1
0 1 −2
0 0 1

 و (I − A)3 = 0 .1
و A(A2 − 3A + 3I) = I إذاً ،= (I − A)3 = I − 3A + 3A2 − A3 .2

.A−1 = A2 − 3A+ 3I =

1 1 2
0 1 1
0 0 1

 و ݁أܝިس ؇ୖ୒ A ሒᇿ؇ܳٺ؇ً

:8 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.
−1 3 −2

2 −4 3
0 −1 1

 ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس

:9 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.|2A−5B−3C−1(BT )5| = 16|A|−5|B|2|C|−1 = 9

10

:10 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.(I−PE)(I+PE) = I+PE−PE−PEPE = I+−P 2E2 = I .1

.(I − PE) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ሒሃ (I − PE) اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً
.E2 = 0 ොູگݑ E =

(
0 1
0 0

)
.2



7 ا৙৑ول اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .1 .0
:11 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.A−1 =

 0 1 −1
−1 1 0
1 −1 1

 .1

.C3 = B ොູگݑ C = A

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

A−1 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .2

:12 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.A−1 =

 2 0 1
−17 1 −7
−31 2 −13

 .1

.|B| = 1

4
إذاً ،8|B| = |A−1 + I| .2

:13 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.1
2
(A− B) ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ و݁أܝިس A2 − AB − 2I3 = 0
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ᆃᄴոاڤ׭ اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 2 .0

:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

،

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 1 1 1
1 −4 1 1 1
1 1 −4 1 1
1 1 1 −4 1
1 1 1 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

،
∣∣∣∣∣∣
1 a b+ c
1 b c+ a
1 c a+ b

∣∣∣∣∣∣ = 0

،
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64
1 5 25 125

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12

،
∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 1 2
1 3 1 5
1 0 −4 6
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −80

∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b x
b x x a
x b a x
a x x b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b− a)2(a+ b+ 2x)(a+ b− 2x)

.
∣∣∣∣∣∣
a− b− c 2a 2a

2b b− c− a 2b
2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)3

.
∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ = 2abc(a− b)(b− c)(c− a)



9 ሒᇃ؇اܳټ اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .2 .0

.
∣∣∣∣∣∣
a+ b ab a2 + b2

b+ c bc b2 + c2

c+ a ca c2 + a2

∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(b− c)(c− a)(ab+ ac+ bc)

.
∣∣∣∣∣∣
a2 b2 ab
b2 ab a2

ab a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = −(a3 − b3)2

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
،|A| = −1

3
⇐ |A−1| = −3

.|B| = −1
2
⇐ |2BT | = −4

.|A(AdjA) + 2B(AdjB)| = ||A|I3 + 2|B|I3| = −
(
4
3

)3
:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.|A| = −5(b+ 2)(a+ 2) .1
.a, b ∈ R \ {−2} ሒሃ ݁أܝިس A గጻዧݱڰިڣ۰ ّܝިن ොຳ٭ت a, b ڢࡗࡲ .2

:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
1

2
A4 + A = 0 أن ؇ஓ୾ ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن |ABT | = −14 أن ؇ஓ୾

.1
2
A3 = −I3 ڣ؆ن

.|B| = 14 ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و |A| = −1 إذاً
:5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
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∣∣∣∣∣∣∣∣
m 0 1 2m
1 m 0 0
0 2m+ 2 m 1
m 0 0 m

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
m 0 1 m
1 m 0 −1
0 2m+ 2 m 1
m 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−m)

∣∣∣∣∣∣
0 1 m
m 0 −1

2m+ 2 m 1

∣∣∣∣∣∣
= (−m)

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
m 0 −1

2m+ 2 m 1−m2

∣∣∣∣∣∣
= m(m+ 1)2(2−m).

:6 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
أن و૭૙ྥٷٺھ .A(A + I) = 2I إذا .A2 =

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

 = 2I − A

.A−1 = 1
2
(A+ I) = 1

2

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 و ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰

:7 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

إذا .detP = 6 ,adjP =

−3 3 6
1 −3 2
2 0 −2

 .1

.P−1 = 1
6

−3 3 6
1 −3 2
2 0 −2


.D = P−1AP =

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 .2



11 ሒᇃ؇اܳټ اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .2 .0

.D4 =

1 0 0
0 1 0
0 0 16

 .3

:8 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.P−1 = 1

4
Q و PQ = 4I3 .1

.N =

0 0 2
0 0 0
0 0 0

 و B = P−1AP = 4I3 +N .2
.(B − 4I3)

2 = 0 = B2 − 8B + 16I3 إذا ,N2 = 0 .3
و B−1 = −1

16
(B − 8I3) ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و

.A−1 = PB−1P−1 = −1
16

10 14 −1
2 −2 0
0 0 −4


:9 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

2AC − AB2 + 9I = 0 ⇒ A(B2 − 2C) = 9I ⇒ A−1 = 1
9
(B2 − .1
2C).

B2 = 36


2 1 3 2
1 0 1 1
2 1 2 1
1 1 2 2


إذا

A−1 = 2


4 2 6 4
1 −1 1 2
2 1 4 2
1 1 2 4



.|A| = −1

320
.|A−1| = 26

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 3 1
1 −1 1 1
2 1 4 1
1 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −26.5 = −320 .2
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.adjA =
−1

320
A−1 .3

:10 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.A−1 = 1
1−a2

 1 −a 0
−a 1 + a2 a
0 a 1

 .1

,A−1 =

 9 −36 30
−36 192 −180
30 −180 180

 .2

.B−1 = 100
63

 35 −175 161
−175 911 −850
161 −850 800

 ≈

 55.6 −277.8 255.6
−277.8 1446.0 −1349.2
255.6 −1349.2 1269.8


:11 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.2 ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد و B = adjA =

 4 6 −2
−1 0 1
−2 −2 2

 .1

. A−1 = 1
2

 4 6 −2
−1 0 1
−2 −2 2

 ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس .2
.C = adjB = |A|A = 2A .3



13 ااܳټ؇ܳت اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .3 .0

ااڤ׭ոڤ֛ اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 3 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ
1 0 1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
b

a− b
c− b− a

 . اৎ৊ݱڰިڣ۰ .1
ይዧٷޙ؇م.

.c− b− c = 0 إذا ڣگޔ إذا و إذا ݁ྥފگ؇ اܳٷޙ؇م لܝިن إذاً
اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ

1 2 3
0 1 2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a

2a− b
c+ 2a− 2b

 . اৎ৊ݱڰިڣ۰ .2
ይዧٷޙ؇م.

.c+ 2a− 2b إذا ڣگޔ إذا و إذا ݁ྥފگ؇ اܳٷޙ؇م لܝިن إذاً
:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

a− b− 6 = −3
−2 + b+ 2 = −1
a− 3− 2c = −1

. Ⴄ၍ن إذا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ఈః༡ (1,−1, 2) Ⴄ၍ن إذا .1
.c = 0 و b = −1 ,a = 2 إذاً

وۋ٭ڎ. ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن
∣∣∣∣∣∣
2 −1 −3
−2 1 1
1 3 0

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 ا௱௯௫ڎد أن ؇ஓ୾ .2

:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.1

ሒሃ اܳٷޙ؇م ୒ୖڍا اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ .2 1 2 −1
−1 1 0
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
−4
−2
−4


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إذا اৎ৊ݱڰިڣ۰. ୒ୖڍه ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ
1 2 −1
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−4
−4
3

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و
x = 1, y = −1, z = 3. و۱ި وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ༥؇وس، لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل

ً؇ݿٺأ݄؇ل و
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
−1
3

 . ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ و
x = 1, y = −1, z = 3. و۱ި وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ۏިردن، ༥؇وس لگ۰ ޗݠ

.3
اৎ৊ݱڰިڣ۰. ୒ୖڍه ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ

1 2 −1 1
0 1 −8

7
4
7

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
1
7

m− 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .4
.m ̸= 4 Ⴄ၍ن إذا ݁ྥފݑ ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ݁ٷٺ۬ ଫଃ༚ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م m = 4 ೑಻Ⴄ၍ إذا

{(5
7
− 9

7
z +

1

7
t,
1

7
+

8

7
z − 4

7
t, z, t) ∈ R4}.


0 −2 3
2 −4 2
−1 −2 5
1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
1

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .5

اࠍ੆ܭ و اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ

1 −2 −1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−3

4

−1
2

0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

.(2,−3
4
,−1

2
) ި۱ ይዧٷޙ؇م 0ا༡ިܳڎي 1 3 −2

2 1 −4 3
2 3 2 −1

∣∣∣∣∣∣
0
0
1

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .6

݁ྥފݑ. ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م و اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪
2 1 −4 3
0 1 3 −2
0 2 6 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و
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2 a+ 3 3
1 3− a a− 2

∣∣∣∣∣∣
1
1
−1

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .7

اৎ৊ݱڰިڣ۰. ۱ڍه ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪
1 2 1
0 a− 1 1
0 0 a− 2

∣∣∣∣∣∣
1
1
0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و
S = {(z, 1− z, z), z ∈ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م a = 2 ೑಻Ⴄ၍ إذا

.R}
݁ྥފگݞ ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م a = 1 ೑಻Ⴄ၍ إذا

S = {(1+a
a−1

, 1
1−a

, 0), z ∈ وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ،a ̸= 2 و a ̸= 1 ೑಻Ⴄ၍ إذا
.R}

1 −1 1 1
2 −1 1 3
0 01 −1
−2 1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0
0

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .8

و اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ

1 −1 1 1
0 1 −1 1
0 01 −1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0
0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ ި۱ ይዧٷޙ؇م ا༡ިܳڎي اࠍ੆ܭ
:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
1
3
−2
0

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .1

.(2, 1, 3,−2) وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م و
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.
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3
4
3
4
13
4

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .2
.(3

4
, 3
4
, 13

4
) وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م و

.

1 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .3

.{(−1 + t, 0, 0, t), t ∈ R} اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م و
:5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.

1 0 −1 −1
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
8
−3

m2 − 1
0

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.m2 − 1 ̸= 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا ݁ྥފݑ ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م و
{(8 + z + t,−3 − اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م m2 − 1 = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا و

.t, z, t); z, t ∈ R}
:6 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.
1 −1 −m
0 2−m 2m− 1
0 0 4m

∣∣∣∣∣∣
2
−5

−2(m+ 2)

 اৎ৊ݱڰިڣ۰
اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م m = 2 ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟ :ሒሃm = 2೑಻Ⴄ၍ إذا اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل .2
؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟ ݁ྥފݑ. ଫଃ༚ mاܳٷޙ؇م = 0೑಻Ⴄ၍ إذا .3
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:7 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ 1 1 2

−1 −2 1
3 −7 4

∣∣∣∣∣∣
8
1
10

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .1
اܳݱڰ٭۰: اᄴᄟرۏ٭۰ 1اܳݱ٭؞۰ 1 2

0 −1 3
0 −10 −2

∣∣∣∣∣∣
8
9

−14

 −3R1,3 ,1R1,21 1 2
0 1 −3
0 0 −32

∣∣∣∣∣∣
8
−9
−104

 :10R2,3 ,−R21 1 2
0 1 −3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
8
−9
13
4

 :− 1
32
r31 0 5

0 1 −3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
17
−9
13
4

 :(−1)R2,1

.
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3
4
3
4
13
4

 :3R3,2, (−5)R3,1

.z =
13

4
,y =

3

4
,x =

3

4
ި۱ اࠍ੆ܭ

.


1 −1 2 −1
2 1 −2 −2
−1 2 −4 1
3 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
−2
1
3

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .2

اܳݱڰ٭۰: اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰
1 −1 2 −1
0 3 −6 0
0 1 −2 0
0 3 −6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :(−3)R1,4 ,1R1,3 ,(−2)R1,2
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1 −1 2 −1
0 1 −2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :(−3)R2,4 ,(−3)R2,3 ,R2,3


1 0 0 −1
0 1 −2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :1R2,1

.t = u ,z = s ,y = 2s ,x = u− 1 ި۱ اࠍ੆ܭ
.z = 7t ,y = −4t ,x = −3t ި۱ اࠍ੆ܭ .3

݁ྥފݑ. ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م .4
.z = 7 ,y = 2 ,x = −4 .5

.y = t ,x = 3 + 2t .6
.
1 1 2
1 0 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣
a
b
c

 :ሒሃ ይዧٷޙ؇م اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڢ۰ .7

.
1 1 2
0 −1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
a

b− a
c− 2a

 :(−2)R1,3 ,(−1)R1,2 اܳݱڰ٭۰: اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.
1 1 2
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a

a− b
c− a− b

 :1R2,3 ,(−1)R2

.−a− b+ c = 0 Ⴄ၍ن إذا ৖৑إ ݁ྥފگ؇ اܳٷޙ؇م لܝިن ৖৑ إذا
:8 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.c = 0 و b = −1 ,a = 2 Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ༡ܭ ި۱ (1,−1, 2) .1
اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ݁ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾ .2

2x− y − 3z = −3
−2x+ y + z = −1
2x+ 3y = −1

وۋ٭ڎ. ༡ܭ ᄩᄟ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒
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(16 ૭૏؇وي اৎ৊ݱڰިڣ۰ (ො੼ڎد

:9 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.|A| = 2 و B = adjA =

 4 6 −2
−1 0 1
−2 −2 2

 أ)
.A−1 = 1

2
B ب)

:10 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
A− B =

−1 1 2
−2 2 2
4 −2 −4


.A(A− B) = 2I3.A−1 = 1

2
(A− B)

:11 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰


1 1 2 1
1 2 1 1
1 1 1 2
2 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
11
9
6
14

 −→


1 1 2 1
0 1 −1 0
0 0 −1 1
0 −1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
11
−2
−5
−8

 −→


1 1 2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
1
3
−2


.x = 6, y = 1, z = 3, t = −2 إذا
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ֆּൄاളاا اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 4 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

A = ,E1 = {X ∈ R3 : AX = 0} ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ E1 ۰༟ި݄௵௯௫ا
.(3 −7 −1

)
وܳـܝ݆ (1, 0,−1) ∈ E2 و (1, 0, 1) ∈ E2 ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ྘ܳފب E2 ۰༟ި݄௵௯௫ا

.(1, 0, 1) + (1, 0,−1) = (2, 0, 0) ̸∈ E2

A = ,E3 = {X ∈ R3 : AX = 0} ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ E1 ۰༟ި݄௵௯௫ا
.
(
1 1 −1
1 1 1

)
.E4 = {(0, 0, 0)} ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ E4 ۰༟ި݄௵௯௫ا

.A =
(
1 1 0

) ,E5 = {X ∈ R3 : AX = 0} ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ E5 ۰༟ި݄௵௯௫ا
وܳـܝ݆ (0, 1, 0) ∈ E6 و (1, 0, 0) ∈ E6 ৙৑ن ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ء ྘ܳފب E6 ۰༟ި݄௵௯௫ا

.(1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) ̸∈ E6

A = ,E7 = {X ∈ R4 : AX = 0} ৙৑ن ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ E7 ۰༟ި݄௵௯௫ا
.
(
1 0 0 0
0 1 −1 0

)
.(0, 0, 0) ̸∈ E8 ৙৑ن ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ء ྘ܳފب E8 ۰༟ި݄௵௯௫ا

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ (x, 1, y, 1) ∈ ⟨e1, e2, e3⟩ لܝިن ปฆۋ

ۋ٭ت

۰ਃ಻؇اܳټ ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ৙৑ن ݁ྥފگ؇ ྘ܳݴ اܳٷޙ؇م وܳـܝ݆ .B =


x
1
y
1

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


واෂීاًأ۰

.ඔ൹ྟٺཬ؇ݬ ّܝިَ؇ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ 2a− 2b = 1, 4a− 4b = 1

݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ (x, 1, 1, y) ∈ ⟨e1, e23⟩ لܝިن ปฆۋ
ۋ٭ت
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.B =


x
1
1
y

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


.y = 2 و x = 1

3
ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ و وۋ٭ڎ. ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م و۱ڍا

:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
݁ྥފگ؇: ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ E اܳڰݯ؇ء ሒᇭ (a, b, c) ۬༶ٺৎ৊ا لܝ݆ ปฆۋ

2x+ y = a
3x− y = b
−x− 2y = c

ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ اܳٷޙ؇م ۱ڍا و
x+ 2y = −c
−3y = a+ 2c
−7y = b+ 3c

.

إ༡ڎاਃು؇ت أن ఈఃَۋޓ و .7a − 3b + 5c = 0 Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ ݁ྥފگ؇ لܝިن اܳٷޙ؇م ۱ڍا
ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا أن ؇ஓ୾و .F ⊂ E إذاً .ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ොູگݑ (1,−1,−2) ,(2, 3,−1) اৎ৊ٺ۳۠؇ت
ඔ൹ܹ݁ފٺگ (3, 7, 0), (5, 0,−7) ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا و ۊޚ٭؇ ඔ൹ܹ݁ފٺگ (1,−1,−2) ,(2, 3,−1)

.E = F و dimE = dimF = 2 إذاً ۊޚ٭؇،
:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

u = ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ v = (−2, x, y, 5) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ
݁ྥފگ؇، AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇ن لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ .v = (−1, 2, 3, 1) و (1,−1, 1, 2)

ۋ٭ت

3 = Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م ۱ڍا و .B =


−2
x
y
5

 و A =


1 −1
−1 2
1 3
2 1


.y = 10 و x = 5 إذاً .x− 2 = y+2

4

:5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
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.e1, e2, e3 اৎ৊ٺ۳۠؇ت أ༡ڎاਃು؇ت ݬڰިڣ۳؇ มฆܳوا A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ .1
.A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ஓ୷ټܭ Vect{e1, e2, e3} اܳڰݯ؇ء

.A1 =

1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰
.dimVect{e1, e2, e3} = 2 إذاً

إذا و ৖৑إ Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} لܝިن

.B =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
−1 1 −4 2
1 1 0 0

 ,2 ሒሃ B اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ೑಻Ⴄ၍

.A2 =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ B గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

إذا
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)}

(1, 1, 0, 0) ∈ إذا .2(1, 1, 0, 0) = e3 − e2 ,(1, 1, 0, 0) = e1 + e2 .2
.Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4}

e2 ∈ Vect{e1, e2}∩ و (1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2}∩Vect{e2, e3, e4} .3
و dimVect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} = 2 إذا .Vect{e2, e3, e4}

dimVect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ≤ 3

.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ̸= R4 إذا
:6 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن u3, u4 اৎ৊ٺ۳۠؇ن ዻዧᄔც و ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن u1, u2 اৎ৊ٺ۳۠؇ن أن ؇ஓ୾
.dimE = dimF = 2



23 ااෂීاًؕ اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .4 .0

.A =


1 2 1
1 3 2
1 1 0
3 8 5

 ،2 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ೑಻Ⴄ၍ إذا و ৖৑إ F = G

.

1 0 −1
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.F = G إذا
:7 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

u3 = و u2 = (−1,−1, 2) ,u1 = (1, 0, 1) اৎ৊ٺ۳۠؇ت ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰
.A =

1 −1 −2
0 −1 1
1 2 −2

 ሒሃ (−2, 1,−2)

w = (−2, 1,−2) و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) ڣ؆ن |A| = −3 أن ؇ஓ୾
أݿ؇ݿ؇. ّܝިن

.
a
b
c

 = A−1X =

 2y + z
−x+z

3−x+3y+z
3

 ڣ؆ن X = au+ bv + cw Ⴄ၍ن إذا

:8 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
Ⴄ၍ن وᎂذا ৖৑إ R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S ∣∣∣∣∣∣ஓ୷ټܭ

1 0 t
1 1 t
t 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1− t2 ̸= 0

.t ̸= ±1 Ⴄ၍ن وᎂذا ৖৑إ R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S إذا
:9 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S ڣ؆ن −3 ૭૏؇وي A =

1 −1 1
1 1 0
1 0 −1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد أن ؇ஓ୾
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.R3

.R3 ይዧڰݯ؇ء C اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س ஓ஄ټܭ e1, e2, e3 اৎ৊ٺ۳۠؇ت
.A−1 = 1

3

 1 1 1
−1 2 −1
1 1 −2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس

.[e3]S = 1
3

 1
1
−2

 ,[e2]S = 1
3

1
2
1

 ,[e1]S = 1
3

 1
−1
1

 إذاً

:10 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.A =


3 2 1 0
2 3 4 5
0 1 2 3
1 2 1 2
0 −1 2 1

 اܳٺ؇ܳ٭۰ గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ި۱ ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء

اܳڰݯ؇ء ۱ڍا ًأڎ إذا .A =


1 0 0 1
0 1 −1 0
0 0 1 1
0 0 0

 ሒሃ గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

3 ި۱
:11 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

BPC = إذا CPB اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ሒሃ BPC و CPB =

0 1 1
1 0 1
1 −2 0

 .1

.
−2 2 1
−1 1 −1
2 −1 1


.[v]B = BPC [v]C =

−2 2 1
−1 1 −1
2 −1 1

 2
−1
1

 =

−7
−4
6

 .2

:12 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ



25 ااෂීاًؕ اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .4 .0
1 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ


1 2 1 0
−1 −2 2 −3
2 4 −3 4
0 0 −2 2
3 6 1 2

 గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ {v1, v3, v4} إذا
:13 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

v = ae1 + be2 ⇐⇒ و a, b ∈ R وۏިد ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ v ∈ Vect(e1, e2)
−2 = a− b
x = −a+ 2b
y = a+ 3b
3 = 2a+ b

⇐⇒


a = 1

3

b = 7
3

x = 13
3

y = 22
3

.(x, y) = (13
3
, 22

3
) إذا

:14 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.B =

(
−1 0 −1 2
2 3 0 1

)
اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

1 2 3 4
1 1 1 3
2 1 1 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.B గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ሒሃ F و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ሒሃ E

A1 =

1 0 0 −2
0 1 0 9
0 0 1 −4

 ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ ሒሃ B و A గጻዧݱڰިڣ؇ت اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.B1 =

(
1 0 1 −2
0 1 −2

3
5
3

)
اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

.dimF = 2 ,dimE = 3 إذا
:15 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

.
1 2 −4 −2 −1
0 −2 4 2 0
1 1 −2 −1 1

 గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ
1 2 −4 −2 −1
0 1 −2 −1 0
0 0 0 0 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .1
.3 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر إذا
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.


0 −1 2 −2
−7 7 2 8
0 4 −6 6
2 −2 0 −2

 గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ ا༡ިܳڎة ݁ݱڰިڣ۰ .2

.4 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر إذا

.


1 7 2 5
−2 1 1 5
−1 2 1 4
1 4 1 2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪

1 7 2 5
0 3 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .3

.2 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر إذا
.
 1 4 −1 2 4

2 0 −3 −1 7
−2 3 2 1 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪
1 4 −1 2 4
0 −8 −1 −5 −1
0 3 −1 0 11

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .4
.3 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر إذا

.
1 a −2 b
0 1 3 3
0 0 8− 3a 11 + b− 3a

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪
 2 5 −5 −7
−1 −3 1 2
1 a −2 b

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ .5
.3 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾڣݠ a ̸= 8

3
Ⴄ၍ن إذا

.3 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾڣݠ b ̸= −3 و a = 8
3

Ⴄ၍ن إذا
.2 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾڣݠ b = −3 و a = 8

3
Ⴄ၍ن إذا
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ااݾոশڲۥ اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 5 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ F ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆
S = {u = (1, 1, 0, 0), v = (1, 0,−1, 0), w = (0, 0, 1, 1)}.

.u, v, w ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳوا A =


1 1 0
1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 ܳٺܝ݆ .1

S أن ඔ൹ਊಱ و۱ڍا A =


1 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱
.u3 =

1√
12
(1,−1, 1, 3) ,u2 =

1√
6
(1,−1,−2, 0) ,u1 =

1√
2
(1, 1, 0, 0) .2

F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎ ؜٭؇ري أݿ؇س ި۱ {u1, u2, u3}

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
• ⟨(a, b) + (c, d), (x, y)⟩ = (a+ c)x+ (a+ c)y + (b+ d)x+ .1

2(b+ d)y = ⟨(a, b), (x, y)⟩+ ⟨(c, d), (x, y)⟩
• ⟨(a, b), (x, y)⟩ = ax+ ay + bx+ 2by = ⟨(x, y), (a, b)⟩

• ⟨λ(a, b), (x, y)⟩ = λax+λay+λbx+2λby = λ⟨(a, b), (x, y)⟩
• ⟨(a, b), (a, b)⟩ = a2 + 2ab+ 2b2 = (a+ b)2 + b2 ≥ 0

• ⟨(a, b), (a, b)⟩ = 0 ⇐⇒ a+ b = 0 = b ⇐⇒ a = b = 0
{v1 = (1,−1), v2 = إذا v2 = (1, 0) ި۱ ሒᇃ؇اܳټ ۬༶ٺৎ৊وا ؜٭؇ري u1 ۬༶ٺৎ৊ا .2

݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ި۱ (1, 0)}
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ااڤۻոدس اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 6 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

{

 1
−2
1

 ,

0
1
1

} إذا .
1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 ሒሃA గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .1
.A గጻዧݱڰިڢ۰ اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱

ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ل۰ ݬڰݠ إذا .2 ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر أن ا৙৑ول اܳފޝال ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ .2
.2

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ይዧڰݯ؇ء (X1, X2, X3, X4) أݿ؇س ل༥ިڎ أن ࢻࣖ ৖৑ ۰ዛኞ؇݁ྥލ B و A اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ّܝިن ปฆۋ
AX1 = X1, AX2 = 2X1 +X2, AX3 = 3X1 +2X2 +X3, ොຳ٭ت R4

,X2 =


1
1
0
0

 ,X1 =


1
0
0
0

 َ؊༠ڍ أن ஓ୷ܝ݆ AX4 = 4X1 +3X2 +2X3 +X4.

.X4 =


3
2
1
1

 ,X3 =


2
1
1
0


.P =


1 1 2 3
0 1 1 2
0 0 1 1
0 0 0 1

 واৎ৊ݱڰިڣ۰ .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B و A ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا إذاً



29 ااܳފ؇ًؕ اܳٴ؇ب દઊر؇ஓ஄ إݬఈఃح .7 .0

ֆּոااڤۻ اڤץոب ਗ৻رո଄૵ إ୹୴۝ح 7 .0
:1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

ሒሃ A =

(
5 4
−4 −3

)
గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣5− λ 4
−4 −3− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2.

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً

ሒሃ A =

(
−10 −6
18 11

)
గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣−10− λ −6
18 11− λ

∣∣∣∣ = (λ− 2)(1 + λ).

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً
.E2 = ⟨(1,−2)⟩ و E−1 = ⟨(−2, 3)⟩

D =

(
−1 0
0 2

)
ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

.P =

(
−2 1
3 −2

)
ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و
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ሒሃ A =

 5 0 4
2 1 5
−4 0 −3

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ 0 4
2 1− λ 5
−4 0 −3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3.

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً

ሒሃ A =

 1 0 0
−1 1 −1
1 0 2

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0
−1 1− λ −1
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ).

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً .E2 = ⟨(0, 1,−1)⟩ و E1 = ⟨(0, 1, 0), (1, 0,−1)⟩

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

.P =

0 1 0
1 0 1
0 −1 −1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و
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ሒሃ A =


5 −3 0 9
0 3 1 −2
0 0 2 0
0 0 0 2

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5− λ −3 0 9
0 3− λ 1 −2
0 0 2− λ 0
0 0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (5− λ)(3− λ)(2− λ)2.

.2 ૭૏؇وي E2 ଩ଃ݄ৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ًأڎ إذا ڣگޔ وᎂذا إذا ఈዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن
ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً .E2 = ⟨(1, 1,−1, 0), (−1, 2, 0, 1)⟩

.E3 = ⟨(3, 2, 0, 0)⟩ و E5 = ⟨(1, 0, 0, 0)⟩

D =


5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

.P =


1 3 1 −1
0 2 1 2
0 0 −1 0
0 0 0 1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

ሒሃ A =

 2 2 −1
1 3 −1
−1 −2 2

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 −1
1 3− λ −1
−1 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ− 5).
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ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢA اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً ,E5 = ⟨(1, 1,−1)⟩ ,E1 = ⟨(1, 0, 1), (−2, 1, 0)⟩

P =

1 −2 1
0 1 1
1 0 −1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و D =

1 0 0
0 1 0
0 0 5

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ሒሃ A =

 7 4 16
2 5 8
−2 −2 −5

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
7− λ 4 16
2 5− λ 8
−2 −2 −5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 3)2(λ− 1).

ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢA اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً ,E1 = ⟨(2, 1,−1)⟩ ,E3 = ⟨(1,−1, 0), (4, 0,−1)⟩

P =

 2 1 4
1 −1 0
−1 0 −1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ Dو =

1 0 0
0 3 0
0 0 3

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ሒሃ A =


2 −1 0 1

2

0 1 0 1
2

−1 1 1 −1
1 −1 1 3

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 0 1

2

0 1− λ 0 1
2

−1 1 1− λ −1
1 −1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)3.
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.3 ૭૏؇وي E2 ଩ଃ݄ৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ًأڎ إذا ڣگޔ وᎂذا إذا ఈዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن
ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً .E2 = ⟨(−1, 1, 0, 2), (−1, 0, 1, 0)⟩

ሒሃ A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 3 0
3 −2− λ −1
0 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(1− λ)(3− λ))(4 + λ).

ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً
.D =

1 0 0
0 3 0
0 0 −4

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰
.E−4 = ⟨(3,−5,−1)⟩ ,E3 = ⟨(3, 2,−1)⟩ ,E1 = ⟨(1, 0, 3)⟩

P =

1 3 3
0 2 −5
3 −1 −1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

ሒሃ A =


−1 0 0 2
0 −1 2 0
2 −2 3 −2
−2 0 0 3

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة
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qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 0 2

0 −1− λ 2 0
2 −2 3− λ −2
−2 0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)4.

ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً

ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و qA(λ) = λ4 ሒሃ A =


0 2 3 0
0 0 1 0
0 0 0 2
0 0 0 0

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰

ሒሃ A =


1 1 3 −1 1
2 0 −1 0 −2
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 −1 2

 గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 3 −1 1
2 −λ −1 0 −2
0 0 1− λ 0 0
0 0 0 2− λ 0
0 0 0 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2−λ)3(1−λ)(1+λ).

.3 ૭૏؇وي E2 ଩ଃ݄ৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ًأڎ إذا ڣگޔ وᎂذا إذا ఈዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن
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ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً .E2 = ⟨(1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 1)⟩

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.1

|λI − A| = (1− λ)2(1 + λ)

A గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢࡗࡲ ሒሃ −1 و 1 إذاً
.1 ሒሃ −1 ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧگࡗࡲ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺأڎد و 2 ሒሃ 1 ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧگ٭۰݄ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺأڎد .2

.(x, y, z) ∈ E1 ⇐⇒
{
m(x+ y) = 0
y + z = 0

.3
ሒᇭ و .2 ૭૏؇وي وًأڎه E1 = {(x, y,−y); x, y ∈ R} ،m = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه
ሒᇭ و .1 ૭૏؇وي وًأڎه E1 = {(x,−x, x); x ∈ R} ،m ̸= 0 ೑಻Ⴄ၍ وᎂذا

ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه
.D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 و P =

1 0 −1
0 1 1
0 −1 1

 ,m = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا أ) .4
m = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا ب)

A1437 = PDP−1 = A.

:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 0
0 −λ 2 0
0 0 −1− λ 3
0 0 0 −2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ(λ− 1)(1 + λ))(2 + λ).

ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً
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.D =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −2

 ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰

,E1 = ⟨(1, 0, 0, 0)⟩ ,E0 = ⟨(1,−1, 0, 0)⟩
.E−2 = ⟨(1,−3, 3,−1)⟩ ,E−1 = ⟨(−1, 2,−1, 0)⟩

P =


1 1 −1 1
−1 0 2 3
0 0 −1 3
0 0 0 −1

 ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ و

An = PDnP−1 = P


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 (−1)n 0
0 0 0 (−2)n

P−1

:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
،qA(λ) = |λI − A| = (λ− 2)(1 + λ)2 .1

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢࡗࡲ ሒሃ 2 و (−1) إذاً
v1 = (1, 0,−1), v2 = و (x, y, z) ∈ E−1 ⇐⇒ 3x − 5y + 3z = 0 .2

.E−1 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ୷ټܭ (5, 3, 0)
(x, y, z) ∈ E2 ⇐⇒ x = y = z

E2 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ୷ټܭ v3 = (1, 1, 1) و
.D

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 و P =

 1 5 1
0 3 1
−1 0 1

 أ) .3
.A9 = PD9P−1 ب)


