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1 ոּب
اिऻۢءܙոؔت

ոቌሱڪຐ واڤ֔ڵڪמոت اिऻۢءܙոؔت 1 .1
1 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ݿޚݠ ႟၍ ް݄૭૏و اࠍ੆گ٭گ٭۰، ا༟৙৑ڎاد ݆݁ ༥ڎول ؜݆ ؜ٴ؇رة ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰
.(column) ᆇᅦިدا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ᆇᅦިد ႟၍ ް݄૭૏و (row) ݬڰ؇

َܝٺص ؇਍಻؆ڣ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ሒሃ (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n...
am,1 am,2 . . . am,n


༟ڎد ި۱ n و اܳݱڰިف ༟ڎد ި۱ m ۋ٭ت (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن وَگިل

اᆇᅦ৙৑ڎة.
اৎ৊ݱڰިڣ۰. ۰ً؇൞ശܳ A = (aj,k) ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱ٭؞۰ ਲ਼ਦߖߵ ا৙৑ۋ٭؇ن ًأݥ ሒᇭ
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اৎ৊ݱڰިڣ؇ت .1 ً؇ب 6

2 .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

݆݁ أي ؇ዛኤڎᆇᅦأ ༟ڎد ૭૏؇وي ݬڰިڣ۳؇ ༟ڎد Ⴄ၍ن إذا ਵਦًأ۰ ؇ዛኡأ ݁ݱڰިڣ۰ إن َگިل .1
.(n, n) ۰༥رᄴᄟا

ሒᇭ و (1, n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ أي وا༡ڎ ݬژ ؇ୖ୒ Ⴄ၍ن إذا ݬڰ٭۰ ؇ዛኡأ ݁ݱڰިڣ۰ إن َگިل .2
ݬࠕࠫ. ۬༶݁ٺ ް݄૭૜ ا৙৑ۋ٭؇ن ًأݥ

( (n, 1) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ (أي وا༡ڎ ᆇᅦިد ؇ୖ୒ Ⴄ၍ن إذا ᆇᅦިدل۰ ؇ዛኡأ ݁ݱڰިڣ۰ إن َگިل .3
ᆇᅦިدي. ۬༶݁ٺ ް݄૭૜ ا৙৑ۋ٭؇ن ًأݥ ሒᇭ و

.(0) ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ اݬڰ؇ر ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇᅹ٭ؕ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ ل۰ اܳݱڰݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰ .4
وًگ٭۰ وا༡ڎ ૭૜؇وي ل۰ اܳگޚݠ ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ มฆܳا اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ ا༡ިܳڎة ݁ݱڰިڣ۰ .5

.(n, n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ೑಻Ⴄ၍ إذا In ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ اݬڰ؇ر ؇۳ၯ၍ ๤ཛྷ؇اܳأٷ
اܳިاڢأ۰ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ༟ڎا ؇݁ أݬڰ؇را ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇᅹ٭ؕ و اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ ل۰ اܳگޚݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰ .6

A =

1 0 0
0 0 0
0 0 3

 ݁ټ؇ل ይዧݱڰݠ ً ݁؞؇ߌߵا ا৙৑ڢܭ আॻ༟ أ༡ڎ۱؇ ڣ٭ܝިن اܳگޚݠ আॻ༟
أݿڰܭ ّگؕ มฆܳا ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ႟၍ Ⴄ၍ن إذا ل۰ ༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ ؇ዛኡأ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل .7
؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ႟၍ Ⴄ၍ن إذا ل۰ ݿڰߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ ؇ዛኡأ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل و أݬڰ؇را. اܳگޚݠ

أݬڰ؇را. اܳگޚݠ আॻ༟أ ّگؕ มฆܳا

اिऻۢءܙոؔت ࣷ࣬ຐ اڤ֔ڵڪמոت 2 .1
1 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ؕ৵৩ৠا .1
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ B = (bj,k) و A = (aj,k) ܳٺܝ݆

اৎ৊ݱڰިڣ۰ َأݠف
A+B = (aj,k + bj,k)



7 اৎ৊ݱڰިڣ؇ت আॻ༟ اܳأ݄ܹ٭؇ت .2 .1

.B اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ඔ൹ً ؕ৵৩ৠا ݁ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜ و
ۋگ٭ࠔࠫ: ًأڎد ا๤ཟܳب .2

ۋگ٭ࠔࠫ. ༟ڎد λ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ A = (aj,k) ܳٺܝ݆
اৎ৊ݱڰިڣ۰ َأݠف

λA = (λaj,k)

.λ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ً؇ܳأڎد A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཚب ݁ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜ و

: 1 ڲ׭ոل

A + B = ڣ؆ن ،B =

(
4 −2 3
2 −1 −2

)
و A =

(
2 3 −1
−1 1 3

)
೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.
(
6 1 2
1 0 1

)
೑಻Ⴄ၍ إذا .2

.2A =

(
4 6 −2
0 2 10

)
ڣ؆ن ،A =

(
2 3 −1
0 1 5

)

2 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ڣٷأݠف ᆇᅦިدل؇. ݁ٺ۳۠؇ B =

b1...
bn

 و ݬڰ٭؇ ݁ٺ۳۠؇ A = (a1, . . . , an) ೑಻Ⴄ၍ إذا
ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ B و A ඔ൹۳۠ٺగጻዧ ا৕৑ڢܹ٭ڎي ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب
AB = a1b1 + · · ·+ anbn.
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3 .2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ B = (bj,k) و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A = (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا
۰༶ཹྥ٭ ި۱ cj,k ۋ٭ت (m, p) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ AB = (cj,k) ڣ؆ن (n, p) ۰༥رᄴᄟا

.B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ k اܳأ݄ިد ؕ݁ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ j ይዧݱژ ا৕৑ڢܹ٭ڎي ا๤ཟܳب

cj,k =
n∑

i=1

aj,ibi,k.

: 2 ڲ׭ոل
.AB =

(
7 3 7
−3 11 3

)
ڣ؆ن ،B =

 0 1 −1
2 1 3
−1 2 0

 Aو =

(
2 3 −1
0 1 5

)
೑಻Ⴄ၍ إذا

: 1 ڲ୹୴ؼ܊ոت

و A =

(
0 1
0 0

)
೑಻Ⴄ၍ إذا ఈఃټᆇᅫ .؇݁ިᆇᅦ AB ̸= BA ᄭᄥڎلਊಾ ᆇᅦܹ٭۰ ྘ܳފب ا๤ཟܳب ᆇᅦܹ٭۰ .1

.BA =

(
0 0
0 1

)
و AB =

(
1 0
0 0

)
ڣ؆ن ،B =

(
0 0
1 0

)
.A2 = 0 ڣ؆ن ،A =

(
0 1
0 0

)
೑಻Ⴄ၍ إذا .2

::ঌॻل ؇݁ ොູگݑ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت আॻ༟ اܳފ؇ًگ۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت

4 .2 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن ،a, b ∈ R ܳ٭ܝ݆ و Mm,n(R) ሒᇭ ݁ݱڰިڣ؇ت A,B,C ೑಻Ⴄ၍ إذا

,A+B = B +A .1
,A+ (B + C) = (A+B) + C .2

,a(A+B) = aA+ aB .3
,(a+ b)A = aA+ bA .4

,(ab)A = a(bA) .5



9 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل .3 .1

.Mm,n(R) ሒᇭ ل۰ اܳݱڰݠ اৎ৊ݱڰިڣ۰ 0 ۋ٭ت ,A+ 0 = A .6
,AIn = A و ImA = A .7

ڣ؆ن ،F ∈ Mr,m(R) و E ∈ Mp,q(R) ،D ∈ Mn,p(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا .8
،A(DE) = (AD)E

،(A+B)D = AD +BD .9
.F (A+B) = FA+ FB .10

: 2 ڲ୹୴ؼ܊١
ڣ؆ن ،B اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة B1, . . . , Bp ೑಻Ⴄ၍ إذا .B ∈ Mn,p(R) و A ∈ Mm,n(R) ܳٺܝ݆

.A.B1, . . . , A.Bp ሒሃ AB اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة

،AB =

AB1 AB2 . . . ABp c1,1 c1,2 . . . c1,p... ... ... ...
cm,1 cm,2 . . . cm,p

ڣ؆ن ،B =

B1 B2 . . . Bp b1,1 b1,2 . . . b1,p... ... ... ...
bn,1 bn,2 . . . bn,p

೑಻Ⴄ၍ إذا

ۋ٭ت

cj,k =
n∑

i=1

aj,ibi,k.

اिऻۢءܙ١ؔ ڲרؠܙل 3 .1
1 .3 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اৎ৊ݱڰިڣ۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل لأݠف .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A = (aj,k) ܳٺܝ݆
আॻ༟ A أᆇᅦڎة ሒሃ ݬڰިڣ۳؇ ّܝިن ොຳ٭ت A ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ොຶݱܭ มฆܳوا (n,m) ۰༥رᄴᄟا ݆݁

.AT ؇ዛኞ ਲ਼ਦߖߵ و .ሒᇿاܳٺިا
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2 .3 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.A = AT Ⴄ၍ن إذا ᄭᄥٔ؇݄݁ٺ ؇ዛኡأ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل

3 .3 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ؇ت B = (bj,k) و A = (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا

.(AT )T = A .1
.(kA)T = kAT .2

.(A+B)T = AT +BT .3
.(AB)T = BTAT .4

اिऻۢءܙոؔت ࣷ࣬ຐ اڤۢءמ١ اॊूوڤמ١ اڤ֔ڵڪמոت 4 .1
1 .4 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ሒሃ اܳݱڰިف আॻ༟ ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ඔ൹ݬڰ ߙߵ྘ོص ଫଃّ؞٭ .1
ݬڰݠي ଫଃ༚ ًأڎد ݬژ ๤ཚف .2

.රඝآ ݬژ ሌᇿإ ༇ຐ؇اܳٷ إݪ؇ڣ۰ و ًأڎد ݬژ ๤ཚب .3

2 .4 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
݁ٷٺ۬ ༟ڎد إරජاء ًأڎ اරඝ৙৑ى ݆݁ إ༡ڎا۱؇ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا ݬڰ٭؇ ඔ൹ڣ٪ٺႤၽ݁ٺ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ أن َگިل

.A ∼ B َܝٺص و اܳݱڰިف. আॻ༟ ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت ݆݁
اܳٺ؇ܳ٭۰ اෂී݁ިز ૭૙ٺ༱ڎم
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.k و j ඔ൹اܳݱڰ ਊಾ؇دل มฃوّأ Rj,k .1
.r ً؇ܳأڎد j اܳݱژ ๤ཚب มฃّأ و rRj .2

.k ይዧݱژ ༇ຐ؇اܳٷ إݪ؇ڣ۰ و r ً؇ܳأڎد j اܳݱژ ๤ཚب มฃّأ و rRj,k .3

3 .4 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ ሒሃ A ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل

اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا (row echelon form)

اৎ৊ٺگڎم. ๤ཡاܳأٷ ް݄૭૏ و 1 ި۱ ݬڰݠي ଫଃ༚ ๤ཡ؜ٷ أول لܝިن ݬڰݠي ଫଃ༚ ݬژ ႟၍ (1

اৎ৊ݱڰިڣ۰. රඝآ ሒᇭ ّܝިن و༥ڎت إن ل۰ اܳݱڰݠ اܳݱڰިف (2
๤ཡاܳأٷ ૭૏؇ر আॻ༟ لܝިن আॻ༟৙৑ا اܳݱژ ሒᇭ اৎ৊ٺگڎم ๤ཡاܳأٷ ڣ؆ن ل؇ن ݬڰݠ ଫଃ༚ ݬڰ؇ن و༥ڎ إذا (3

ا৙৑ݿڰܭ. اܳݱژ ሒᇭ اৎ৊ٺگڎم

4 .4 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ ሒሃ A ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل

اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا (reduced row echelon form)
ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ A .1

اৎ৊ٺگڎم. ๤ཡاܳأٷ ً؇ݿྥټٷ؇ء أݬڰ؇را ݁ٺگڎم ๤ཡ؜ٷ আॻ༟ ොູިي มฆܳا اᆇᅦ৙৑ڎة ๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇᅹ٭ؕ .2

: 3 ڲ׭ոل

.ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ଫଃ༚ ܳـܝ݆ و ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه
1 −1 2
0 1 3
0 0 0

 .1
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1 0 2
0 1 5
0 0 0

 .2
.ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه

ݬڰ٭۰. درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ ྘ܳފب اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه
1 −1 2
0 1 5
3 0 0

 .3

: 4 ڲ׭ոل

2 3 −1
3 1 2
4 1 0

 −1R1,2−→

2 3 −1
1 −2 3
4 1 0


R1,2−→

1 −2 3
2 3 −1
4 1 0

 −2R1,2,−4R1,3−→

1 −2 3
0 7 −7
0 9 −12


1
7
R2−→

1 −2 3
0 1 −1
0 9 −12

 −9R2,3−→

1 −2 3
0 1 −1
0 0 −3



− 1
3
R3−→

1 −2 3
0 1 −1
0 0 1

 −3R3,1,1.R3,2−→

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

 2R2,1−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1




2 −3 4 −2 0
3 −1 2 −3 2
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1

 (−1)R1,2−→


2 −3 4 −2 0
1 2 −2 −1 2
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1



R1,2−→


1 2 −2 −1 2
2 −3 4 −2 0
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1

 (−2)R1,2−→


1 2 −2 −1 2
0 −7 8 0 −4
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1


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2R1,3,3R1,4−→


1 2 −2 −1 2
0 −7 8 0 −4
0 1 0 1 6
0 7 −6 0 7

 R2,3,1R2,4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 −7 8 0 −4
0 0 2 0 3



7R2,3−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 8 7 38
0 0 2 0 3

 R3,4−→


1 2 −2 −7 2
0 1 0 1 6
0 0 2 0 3
0 0 8 7 38


−4R3,4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26

 1
2
R3,

1
7
R4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7


−2R2,1−→


1 0 −2 −3 −10
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7

 2R3,1−→


1 0 0 −3 −7
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7


3R4,1−→


1 0 0 0 29

7
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7

 (−1)R4,2−→


1 0 0 0 29

7
0 1 0 0 16

7
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7


:ঌॻل პაႰ اܳـܝފިر ෠ູٷص ஓ୷ܝ݆

−4R3,4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26

 7R1,7R2−→


7 14 −14 −7 14
0 7 0 7 42
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26



1R4,1,−1R4,2−→


7 14 −14 0 40
0 7 0 0 16
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26

 7R3,1,−2R2,1−→


7 0 0 0 29
0 7 0 0 16
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26


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1
7
R1,

1
7
R2,

1
2
R3,

1
7
R4−→


1 0 0 0 29

7
0 1 0 0 16

7
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7



5 .4 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
وۋ٭ڎة. ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ ݁ݱڰިڣ۰ ؕ݁ ݬڰ٭؇ ݁ٺႤၽڣ۰٪ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍

ػܙارزڲמ١ 1 .4 .1
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ل۰ ݬڰݠ ଫଃ༚ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

۱ڍا আॻ༟ ݬڰݠي ଫଃ༚ আॻ༟৙৑ا ݆݁ ๤ཡ؜ٷ أول ොຶڎد و గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰݠي ଫଃ༚ ᆇᅦިد أول আॻ༟ ౫ౖరت .1
اৎ৊ٺگڎم. ๤ཡاܳأٷ ް݄૭૏ ๤ཡاܳأٷ ༟ڍا اܳأ݄ިد.

.1 اৎ৊ٺگڎم ๤ཡاܳأٷ ۱ڍا لܝިن ปฆۋ اৎ৊ݱڰިڣ۰ আॻ༟ اܳݱڰ٭۰ ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت ૭૙ٺأ݄ܭ .2
๤ཡاܳأٷ ۱ڍا ොູب มฆܳا ๤ཛྷ؇اܳأٷ ႟၍ لܝިن ปฆۋ اৎ৊ݱڰިڣ۰ আॻ༟ اܳݱڰ٭۰ ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت ૭૙ٺأ݄ܭ .3

أݬڰ؇ر. اৎ৊ٺگڎم
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ۳ڍه أݬڰ؇ر، ؇۳ၯ၍ اܳފ؇ًگ۰ ً؇ܳأ݄ܹ٭؇ت ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݬڰިف ೑಻Ⴄ၍ إذا .4
اৎ৊ݱڰިڣ۰ আॻ༟ اܳފ؇ًگ۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت َޚٴݑ ዻዧᄔც لܝ݆ ቕረ إذا و .ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟

اৎ৊ٺگڎم. ๤ཡاܳأٷ ۱ڍا আॻ༟ ොຬٺިي اᄳᄟي اܳݱژ ොູب ሒሃ มฆܳا اܳݱڰިف ݆݁ اৎ৊ٺܝ۰َި
: 5 ڲ׭ոل

.A =


3 −2 7 0 7
1 −1 3 −1 4
1 0 1 1 0
2 −2 6 0 7

 ܳٺܝ݆
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
3 −2 7 0 7
1 −1 3 −1 4
1 0 1 1 0
2 −2 6 0 7

 R3,1,(−1)R1,2−→
(−3)R1,3,(−2)R1,4


1 0 1 1 0
0 −1 2 −2 4
0 −2 4 −3 7
0 −2 4 −2 7


(−2)R2,3−→
(−1)R3,4


1 0 1 1 0
0 −1 2 −2 4
0 0 0 1 1
0 0 0 1 0


−R2,(−1)R3,4−→


1 0 1 1 0
0 1 −2 2 −4
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1


(1)R4,3,(4)R4,2−→

(−2)R3,2,(−1)R3,1


1 0 1 0 0
0 1 −2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



.

1 0 1 0 0
0 1 −2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

اिऻۢءܙ١ؔ ڲ֔ڎܙس 5 .1
1 .5 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ و༥ڎت إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ A ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل
ොຳ٭ت

AB = BA = In.

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس A−1 ਲ਼ਦوߖߵ
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2 .5 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ

وۋ٭ڎ. ڣ۳ި و༥ڎ إذا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس .1
.In ሒሃ In اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس .2

৙৑ن A−1 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ሒሃ A ڣ؆ن ݁أܝިس A గጻዧݱڰިڣ۰ Ⴄ၍ن إذا .3
.(A−1)−1 = A

ڣ؆ن ݁أܝިس B و A గጻዧݱڰިڣ۰ Ⴄ၍ن إذا .4
(AB)−1 = B−1A−1.

؇ୖ୒ A1. . . . .Ak اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ݁أܝިس A1, . . . , Ak గጻዧݱڰިڣ؇ت Ⴄ၍ن إذا .5
و ݁أܝިس

(A1. . . . .Ak)
−1 = A−1

k . . . . .A−1
1 .

و ݁أܝިس ؇ୖ୒ rA ڣ؆ن r ̸= 0 و ݁أܝިس A గጻዧݱڰިڣ۰ Ⴄ၍ن إذا .6
(rA)−1 =

1

r
A−1.

و ݁أܝިس ؇ୖ୒ AT ڣ؆ن ݁أܝިس A గጻዧݱڰިڣ۰ Ⴄ၍ن إذا .7
(AT )−1 = (A−1)T .

: 6 ڲ׭ոل
݁أܝިس. ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذاً .(A− I)2 = 0 ොູگݑ و ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.A−1 = 2I −A إذاً .(A− I)2 = A2 − 2A+ I = 0 ⇐⇒ A(2I −A) = I

: 7 ڲ׭ոل
2 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ A ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ౫ౖరت .C =

(
2 3
1 1

)
و B =

(
−4 7
1 −2

)
ܳٺܝ݆

.(B−1A
)−1

= C ොຳ٭ت
إذاً .(B−1A

)−1
= C ⇐⇒ A−1B = C ⇐⇒ A = BC−1 أن ݿٴݑ ؇ᆙᆘ ૭૙ྥٷٺھ
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.A = BC−1 =

(
11 −26
−3 7

)
و C−1 =

(
−1 3
1 −2

)

3 .5 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ݬڰ٭۰ أوܳ٭۰ ᆇᅦܹ٭۰ ༡؇ݬܭ ೑಻Ⴄ၍ إذا أوܳ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ E ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل

.In ا༡ިܳڎدة ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ وا༡ڎة

: 3 ڲ୹୴ؼ܊ոت

E =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ا৙৑وܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ و A =

1 −1 0
2 1 3
1 −2 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ .1
أن ఈఃَۋޓ .I3 ا༡ިܳڎدة ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ ඔ൹اܳݱڰ ਊಾڎلܭ රජ؆࿓اء ؇ዛዀܹ༟ ౫౜రݱܭ มฆܳوا

.R2,3A = EA =

1 −1 0
1 −2 1
2 1 3


E = ا৙৑وܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ و A =

1 0 2 3
2 −1 3 6
1 4 4 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ዻዧᄔც .2

ఈఃَۋޓ .I3 ا༡ިܳڎدة ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ 5R1,3 රජ؆࿓اء ؇ዛዀܹ༟ ౫౜రݱܭ มฆܳوا
1 0 0 0
0 1 0 0
5 0 0 1


أن

.5R1,3A = EA =

1 0 2 3
2 −1 3 6
6 4 14 15


اܳٺ؇ܳ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ؇਍ಱᄴᄟ ۰݁؇༟ ًݱިرة و
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4 .5 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
ۋ٭ت أوܳ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ E = R(Im) ೑಻Ⴄ၍ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا
اܳأ݄ܹ٭۰ රජ؆࿓اء A ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ౫౜రݱܭ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ EA = R(A) إذاً أوܳ٭۰. ᆇᅦܹ٭۰ R

.R ا৙৑وܳ٭٭۰ اܳݱڰ٭۰

5 .5 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
أوܳ٭۰. ݁ݱڰިڣ۰ ؇ዝངިو݁أܝ ݁أܝިس ؇ୖ୒ E ڣ؆ن أوܳ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ E ೑಻Ⴄ၍ إذا

| ߓߵ۱؇ن.
.RIm = E ොຳ٭ت ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭۰ R ܳٺܝ݆

.E−1 = 1
rRjIm ڣ؆ن ،r ̸= 0 ۋ٭ت ،R = rRj ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.E−1 = (−r)Rj,kIm ڣ؆ن ،j ̸= k ۋ٭ت ،R = rRj,k ೑಻Ⴄ၍ إذا .2
E−1 = Rj,kIm ڣ؆ن ،R = Rj,k ೑಻Ⴄ၍ إذا .3

6 .5 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

݁أܝިس. ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ .1
.In ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ .2

ا৙৑وܳ٭۰. اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݆݁ ݁ٷٺ۬ ༟ڎد ๤ཚب ੆ျ؇ݬܭ A ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ .3

ػܙارزڲמ١ 1 .5 .1
n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሌᇿإ [A|I] اৎ৊ݱڰިڣ۰ لܭ ܳٺۜި اܳݱڰ٭۰ ا৙৑وܳ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت اݿٺ༱ڎم .1



19 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس .5 .1
[B|C]

.C = A−1 ڣ؆ن B = In ೑಻Ⴄ၍ إذا .2
.A గጻዧݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ل༥ިڎ ৖৑ ڣ؆َ۬ B ̸= In ೑಻Ⴄ၍ إذا .3

: 8 ڲ׭ոل
A =

0 1
2 −1

2
1 0 1
2 1

2 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ

0 1
2 −1

2
1 0 1
2 1

2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 R1,2,R2,3−→

1 0 1
2 1

2 1
0 1

2 −1
2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1
1 0 0


−2R1,2−→

1 0 1
0 1

2 −1
0 1

2 −1
2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −2 1
1 0 0


(−1)R2,3−→

1 0 1
0 1

2 −1
0 0 1

2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −2 1
1 2 −1


2R2,2R3−→

1 0 1
0 1 −2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −4 2
2 4 −2


(−1)R3,1,2R3,2−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 −3 2
4 4 −2
2 4 −2


0 1

2 −1
2

1 0 1
2 1

2 1

−2 −3 2
4 4 −2
2 4 −2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


: 9 ڲ׭ոل

.A =


1 3 2 2
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ
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
1 3 2 1
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (−2)R1,2,(−3)R1,3−→
(−1)R1,4


1 3 2 1
0 −3 −1 −1
0 −6 −2 −1
0 −2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−2 1 0 0
−3 0 1 0
−1 0 0 1


(−1)R2,(−1)R3−→

(−1)R4


1 3 2 12
0 3 1 1
0 6 2 1
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
2 −1 0 0
3 0 −1 0
1 0 0 −1


(−1)R4,2−→
(−2)R2,3


1 3 2 1
0 1 0 1
0 0 0 −1
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 −1 0 1
−1 2 −1 0
1 0 0 −1


(−2)R2,4−→


1 3 2 1
0 1 0 1
0 0 0 −1
0 0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 −1 0 1
−1 2 −1 0
−1 2 0 −3


(1)R3,2,−1R3−→

(−2)R3,4
1 3 2 1
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 −1 1
1 −2 1 0
1 −2 2 −3


R3,4−→


1 3 2 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 −1 1
1 −2 2 −3
1 −2 1 0


(−3)R2,1,(−2)R3,1−→

(−1)R4,1


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 3 −2 3
0 1 −1 1
1 −2 2 −3
1 −2 1 0

 .

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 6 .1
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اॊूول اڤץոب ᆃᅞ ਗ৻رո଄૵
: 1 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ గጻዧݱڰިڣ؇ت ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ ۰༥رᄴᄟا اܳݱ٭؞۰ أو༥ڎ

،B =


1 1 0 0
2 −4 2 1
0 5 1 0
0 0 2 −4

 A =


−3 1 1 2
1 −4 2 −1
0 −1 −2 1
1 0 1 0



C =


3 −2 7 0 7
1 −1 3 −1 4
1 0 1 1 0
2 −2 6 0 7

 .

: 2 ਗ৻ۑ଄૵
.B =

−2 1 1
8 1 −5
4 3 −3

 و A =

 1 2 −1
2 −1 −1
−5 0 3

 ܳٺܝ݆
XA؟ = B ොຳ٭ت X ݁ݱڰިڣ۰ ༥ިّڎ ۱ܭ

: 3 ਗ৻ۑ଄૵
.B =

1 1 −1
2 1 1
2 1 2

 A =

−1 −2 1
4 −5 3
3 4 −2

 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݁أܝިس أو༥ڎ

: 4 ਗ৻ۑ଄૵

.A =

1 0 −1
2 1 1
1 1 1

 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ .1
ොຳ٭ت 3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ B ݁ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .2

2(B + I)−1 = A.

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
ොຳ٭ت 3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ
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(A− I)−1 = 2

1 1 −1
2 1 1
2 1 2

 .

: 6 ਗ৻ۑ଄૵
.B =

(
1 1
−1 0

)
ۋ٭ت AB = BA ොູگݑ มฆܳا A =

(
x y
z t

)
اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ᆇᅹ٭ؕ أو༥ڎ

: 7 ਗ৻ۑ଄૵
.A =

1 −1 −1
0 1 −1
0 0 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.A2 و (I −A)3 اۋފص .1

اৎ৊أܝިس. ۱ڍا أو༥ڎ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ A أن إݿྥٷٺھ .2
: 8 ਗ৻ۑ଄૵

PE = و E2 = 0 ۋ٭ت P و E ඔ൹ਐಱݬڰݠ ଫଃ༚ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ඔ൹ًأٺਵਦ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ ܳٺܝ݆ .1
.EP

(I − PE)(I + PE) اۋފص
૭૜ྥٷٺھ؟ ݁؇ذا

.E2 = 0 ۋ٭ت 2 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ E ل۰ ݬڰݠ ଫଃ༚ ݁ݱڰިڣ۰ ا؜ޔ .2
: 9 ਗ৻ۑ଄૵

.A =

1 0 1
1 1 1
0 1 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ .1

(1) اܳڰگݠة ሒᇭ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ A ۋ٭ت B = A

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

A−1 ܳٺܝ݆ .2
.C3 = B ۋ٭ت C ݁ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ

: 10 ਗ৻ۑ଄૵
B =

 3 −1 −1
2 0 −1
−2 1 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

2 0 1
0 2 1
2 −1 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
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.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس واݿྥٷٺھ A2 −AB + aI3 = 0 ොຳ٭ت a اܳأڎد ڢ٭۰݄ أو༥ڎ
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2 ոּب
اୠଡ଼ୢ׿دات

اୠଡ଼ୢ׿د ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .2

1 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
۰༥رᄴᄟا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ గጻዧݱڰިڣ۰ ਲ਼ਦߖߵ ،n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A = (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا

.Aj,k ਲ਼ਦීෂ؇ً k واܳأ݄ިد j اܳݱژ ොຳڍف A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ොຶݱܭ มฆܳا و n− 1

: 1 ڲ׭ոل
.A2,3 =

(
1 2
2 −3

)
ڣ؆ن A =

 1 2 3
−1 2 −4
2 −3 4

 ೑಻Ⴄ၍ إذا

2 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

25
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݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .1
A =

(
a b
c d

)
ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف

|A| = det(A) = ad− bc.

݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .2
A =

a b c
d e f
g h i


ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣− b

∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ .
݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .3

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n...
an,1 am,2 . . . an,n


ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف

|A| = det(A) = a1,1detA1,1 − a1,2detA1,2 + . . .+ (−1)n+1a1,ndetA1,n

=
n∑

j=1

(−1)j+1a1,jdetA1,j .

: 2 ڲ׭ոل
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ި۱ A =

(
4 5
2 3

)
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد .1

|A| = det(A) =

∣∣∣∣4 5
2 3

∣∣∣∣ = 4.3− 5.2 = 2.

ި۱ A =

1 3 5
2 4 6
0 2 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد .2

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 4 6
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣ 4 6
2 4

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣ 2 6
0 4

∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣ 2 4
0 2

∣∣∣∣
ި۱ A =

1 3 5
2 4 6
0 2 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد .3

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 4 6
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣4 6
2 4

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣2 6
0 4

∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣2 4
0 2

∣∣∣∣ = 0.

.4

3 .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
aj,k ๤ཡاܳأٷ ݁ݱ؞ݠ detAj,k ا௱௯௫ڎد ް݄૭૏ ,n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

aj,k ๤ཡأٷይዧ اৎ৊ݱ؇ۋص اৎ৊أ؇݁ܭ Cj,k = (−1)j+kdetAj,k اܳأڎد ް݄૭૏و

: 4 ڲ୹୴ؼ܊ոت
૭૏؇وي A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ,n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

detA =
n∑

j=1

a1,jC1,j .
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ሌᇿإ ෛຶܹݧ اࠍ੆ڎود ߙߵ྘ོص ༟؆࿓؇دة .2

detA =
n∑

j=1

a1,jC1,j =
n∑

j=1

ak,jCk,j =
n∑

k=1

ak,jCk,j .

ڣ؆ن ،A =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و n = 3 ೑಻Ⴄ၍ إذا .3
a1,1 a1,2 a1,3 a1,1 a1,2
a2,1 a2,2 a2,3 a2,1 a2,2
a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2

~ ~ ~
~ ~ ~
= = =

= = =

detA = a1,1(a2,2·a3,3−a2,3·a3,2)−a1,2(a2,1·a3,3−a2,3·a3,1)+a1,3(a2,1·a3,2−a2,2·a3,1)

: 3 ڲ׭ոل
3 −4 0 3 −4
0 7 6 0 7
2 −6 1 2 −6

⇒ det = 3 · 7 · 1 + (−4) · 6 · 2− (−6) · 6 · 3 = 81

اୠଡ଼ୢ׿دات ػܙاص 2 .2
1 .2 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ

.detAT = detA ڣ؆ن ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .1
૭૏؇وي ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن ݬڰݠي ᆇᅦިد أو ݬژ আॻ༟ وොູٺިي ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .2

ݬڰݠ.
૭૏؇وي ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن ݿڰܹ٭۰ أو ل۰ ༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .3

a1,1 . . . an,n.

ᆇᅦިد أو රඝآ ܳݱژ ݁ݯ؇؜ژ ݬژ আॻ༟ وොູٺިي ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .4
ݬڰݠ. ૭૏؇وي ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن රඝآ ܳأ݄ިد ݁ݯ؇؜ژ

ڣ؆ن (દઊިدᆇᅦ (أو ඔ൹ݬڰ ྲྀྥٴڎلܭ A ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا .5
.detB = −detA

ܳݱژ ༇ຐ؇اܳٷ وᎂݪ؇ڣ۰ ًأڎد ݬژ ๤ཟًب A ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا .6
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.detB = detA ڣ؆ن රඝآ

: 4 ڲ׭ոل

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2 2
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−2)R1,2,(−3)R1,3,(−1)R1,4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2 1
0 −3 −1 −1
0 −6 −2 −1
0 −2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
3 1 1
6 2 1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
(−1)R1,2

= −

∣∣∣∣∣∣
3 1 1
3 1 0
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣3 1
2 1

∣∣∣∣ = −1.

: 5 ڲ׭ոل
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 5 −2 −1
−2 3 −1 1 0
3 −3 2 0 −1
1 −1 2 1 −4
1 −2 4 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)R1,2,(−3)R1,3

=
(−1)R1,4,(−1)R1,5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 5 −2 −1
0 −1 9 −3 −2
0 3 −13 6 2
0 1 −3 3 −3
0 0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 9 −3 −2
3 −13 6 2
1 −3 3 −3
0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3R1,2,1R1,3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 9 −3 −2
0 14 −3 −4
0 6 0 −5
0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
14 −3 −4
6 0 −5
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
14 6 1
−3 0 1
−4 −5 −2

∣∣∣∣∣∣
(−1)R1,2,2R1,3

=

∣∣∣∣∣∣
14 6 1
−17 −6 0
24 7 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−17 −6
24 7

∣∣∣∣
1R1,2
=

∣∣∣∣−17 −6
7 1

∣∣∣∣ = 42− 17 = 25.

: 6 ڲ׭ոل

A =


1 1 1 1
1 −1 2 1
1 0 1 1
1 2 1 −2

 .
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|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 2 1
1 0 1 1
1 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −2 1 0
0 −1 0 0
0 1 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 0
0 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1 1
0 −3

∣∣∣∣ = −3.

: 7 ڲ׭ոل
A =

1 a a2

1 b b2

1 c c2



|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 b− a (b− a)(b+ a)
0 c− a (c− a)(c+ a)

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣1 b+ a
1 c+ a

∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b).

2 .2 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
.detA ̸= 0 Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ و إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒ A ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ّܝިن
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3 .2 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن ඔ൹ًأٺਵਦ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ B و A ܳٺܝ݆

det(AB) = detAdetB.

: 5 ڲ୹୴ؼ܊١
.|cA| = cn|A| ڣ؆ن ،n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

ل༥ިڎ إذا .A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ إذا و ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ .2
إذاً .E1 . . . EmA = B ොຳ٭ت E1, . . . , Em ا৙৑وܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݆݁ ݁ٷٺ۬ ༟ڎد

det(E1) . . . det(Em)det(A) = det(B).

اոۢिऻؼץ١ اिऻۢءܙ١ؔ 3 .2
1 .3 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜ و B = (Cj,k)
T اৎ৊ݱڰިڣ۰ َأݠف ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

.adj(A) ؇ዛኞ ਲ਼ਦߖߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰

2 .3 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

(adjA)A = A(adjA) = (detA)In.



33 اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ .3 .2
3 .3 .2 ١ວמ༖໪

ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ و ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا
A−1 =

1

detAadj(A)

و
detA−1 =

1

detA

: 8 ڲ׭ոل

A−1 = و adjA) =

(
1 1
−3 2

)
،detA = 5 ڣ؆ن ،A =

(
2 −1
3 1

)
೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.1
5

(
1 1
−3 2

)

adjA) =

−4 −5 −2
−2 4 −1
3 −6 −5

T

= ،detA = −13 ڣ؆ن ،A =

 2 1 0
1 −2 3
−1 0 2

೑಻Ⴄ၍ إذا .2

.A−1 =
1

13

−4 −2 3
−5 4 −6
−2 −1 −5

 و
−4 −2 3
−5 4 −6
−2 −1 −5


،adjA) =


−20 −4 −4 −4
−4 −20 −4 −4
−4 −4 −20 −4
−4 −4 −4 −20

 ،detA = −24 ڣ؆ن ،A =


3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

೑಻Ⴄ၍ إذا .3

A−1 =
1

6


5 1 1 1
1 5 1 1
1 1 5 1
1 1 1 5

 و

: 9 ڲ׭ոل
ڣ؆ن ݁أܝިس، ؇ୖ୒ و n ≥ 2 ,A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.adj(adj(A)) = (detA)n−2A
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݁أܝިس ؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذا ڣگޔ إذا و إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ .2
اݾষڞ

و |adj(A)| = |A|n−1 أن ૭૙ྥٷٺھ Aadj(A) = |A|In اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ .1
.(adj(A))−1 = 1

|A|A

.A−1 =
1

|A|
adj(A) ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

adj(B) = ڣ؆ن ሒᇿ؇ܳٺ؇ً Badj(B)و = |B|In = |A|n−1In إذاً ،B = adj(A) ܳٺܝ݆
.|A|n−1B−1 = |A|n−2A

ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا أَ۬ ૭૙ྥٷٺھ Aadj(A) = |A|In اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ .2
݁أܝިس. ؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰

؇ୖ୒ ྘ܳݴ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا اܳأఈఃڢ۰ َڰݴ ݆݁ ዻዧᄔც
.Aadj(A)(adj(A))−1 = 0 و Aadj(A) = 0 ڣ؆ن ݁أܝިس

.adj(A) = 0 ڣ؆ن A = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا َ۬৙৑ ਍ಾ؇ڢݥ ۱ڍا و A = 0 إذاً
: 11 ਗ৻ۑ଄૵

.A =

1 −4 3
0 2 −1
1 −2 3

 اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد و adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .1

و༥ڎت. إن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ .2

B =

 3 −1 −1
2 0 −1
−2 1 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

2 0 1
0 2 1
2 −1 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ : 12 ਗ৻ۑ଄૵
.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس واݿྥٷٺھ A2 −AB + aI3 = 0 ොຳ٭ت a اܳأڎد ڢ٭۰݄ أو༥ڎ

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 4 .2
ᆃᄴոاڤ׭ اڤץոب ᆃᅞ ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰ ا௱௯௫ڎدات أو༥ڎ
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،

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 1 1 1
1 −4 1 1 1
1 1 −4 1 1
1 1 1 −4 1
1 1 1 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a b+ c
1 b c+ a
1 c a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64
1 5 25 125

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 1 2
1 3 1 5
1 0 −4 6
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

،
∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b x
b x x a
x b a x
a x x b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a− b− c 2a 2a

2b b− c− a 2b
2c 2c c− a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b ab a2 + b2

b+ c bc b2 + c2

c+ a ca c2 + a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 b2 ab
b2 ab a2

ab a2 b2

∣∣∣∣∣∣
: 2 ਗ৻ۑ଄૵

ොູگݑ و 4 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ؇ت A,B,C ݆݁ ႟၍ ܳٺܝ݆
|A| = 2, |B| = −3, |C| = 5

|2A−5B−3C−1(BT )5| ሒᇿ؇اܳٺ ا௱௯௫ڎد اۋފص
: 3 ਗ৻ۑ଄૵

إۋފص ,|2BT | = −4 ,|A−1| = −3 ۋ٭ت 3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ඔ൹ًأٺਵਦ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ A,B ೑಻Ⴄ၍ إذا
.|A(AdjA) + 2B(AdjB)| ሒᇿ؇اܳٺ ا௱௯௫ڎد ڢ٭۰݄

: 4 ਗ৻ۑ଄૵

.A =

−1 −2 1
4 −5 3
3 4 −2

 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ .1
ොູگݑ มฆܳا و 3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد أو༥ڎ .2

2AB = I +A.

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
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.A =


1 −3 4 1
2 −1 3 2
1 3 a 1
b 3 1 −2

 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد أو༥ڎ .1

݁أܝިس. A గጻዧݱڰިڣ۰ ّܝިن ොຳ٭ت a, b ڢࡗࡲ أو༥ڎ .2
: 6 ਗ৻ۑ଄૵

ොຳ٭ت 3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ B و A ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا
،1
2
A4 +A = 0 و |ABT | = −14

.|B| و |A| ڣ؇ۋފص
: 7 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد أو༥ڎ

m 0 1 2m
1 m 0 0
0 2m+ 2 m 1
m 0 0 m

 .

: 8 ਗ৻ۑ଄૵
.A =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.A−1 أو༥ڎ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن و A2 = 2I −A أن واݿྥٷٺھ A2 أو༥ڎ

: 9 ਗ৻ۑ଄૵
.P =

1 1 4
1 −1 2
1 1 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

2 1 −2
1 0 0
0 1 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.P−1 وأو༥ڎ ݁أܝިس ؇ୖ୒ اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن أཿྟب .1

.D = P−1AP اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .2
.D4 اۋފص .3

: 10 ਗ৻ۑ଄૵
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,A =

2 −2 −1
2 6 1
0 0 4

 اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ܳٺܝ݆

.Q =

 0 −2 1
4 4 0
−2 −2 −1

 و P =

 2 2 2
−2 −1 −2
0 −2 −4


.P−1 وأو༥ڎ ݁أܝިس ؇ୖ୒ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن واݿྥٷٺھ PQ اۋފص .1

.B = P−1AP اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .2
.N = B − 4I3 اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .3

.A−1 و B−1 واݿྥٷٺھ N2 اۋފص .4
: 11 ਗ৻ۑ଄૵

ොູگݑ و 4 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A,B,C ݆݁ ႟၍ ܳٺܝ݆
2AC − AB2 + 9I = 0

C = 9


0 0 0 0
1 1 1 0
2 1 0 0
1 1 2 0

 و B = 6


1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 0

 ۋ٭ت

.A−1 اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .1
.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد أو༥ڎ .2

.adjA أو༥ڎ .3
: 12 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݁أܝިس أو༥ڎ
.|a| ̸= 1 ,a ∈ R ,

 1 a a2

a 1 a
a2 a 1

 .1

.B =

 1 0.5 0.33
0.5 0.33 0.25
0.33 0.25 0.20

 ,A =

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

 .2

: 13 ਗ৻ۑ଄૵
.A =

1 −4 3
0 2 −1
1 −2 3

 اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
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.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد و B = adjA اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .1
و༥ڎت. إذا A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ .2

.C = adjB اৎ৊ݱڰިڣ۰ اݿྥٷٺھ .3



3 ոּب
اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت أֿ܊ڵ١

اݾশ܋מ١ ୼ቤቘֿ܊ڵ١ ڲ׿ຑڞ 1 .3
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ًޚݠح ܳٷٴڎأ

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أޚ٭؇ت ܳٷ؇ ೑಻Ⴄ၍ إذا દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ و ا৙৑ب ᆇᅦݠ ݁أݠڣ۰ ߖߵࢴࣖ
ا৙৑ب ᆇᅦݠ ݪأژ أ༠ڍَ؇ إذا و ،5 ෠ຶڎ ا৙৑ب ᆇᅦݠ ؇ዛዊ݁ ޗݠۋٷ؇ و દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ أݪأ؇ف أرًأ۰ أ༠ڍَ؇ إذا

.3 ෠ຶڎ દઑ৕৑ا ᆇᅦݠ أݪأ؇ف ݿٴؕ ؇ዛዊ݁ ޗݠۋٷ؇ و
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹أڎܳٺৎ৊ا ෠ຶڎ y ި۱ ا৙৑ب ᆇᅦݠ و x ި۱ દઑ৙৑ا ᆇᅦݠ Ⴄ၍ن إذا }اݾ঻ܙاب

4x − y = 5
−7x + 2y = 3

ا௯௫௵؇۱٭ܭ. ް݄૭૜ x, y و ۊޚ޶، َޙ؇م ް݄૭૜ ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ඔ൹ّ؇۱
اܳٷޙ؇م: ۱ڍا ࠍ੆ܭ ඔ൹لگٺ ޗݠ ݿٷأޚ޶

ᅽᅰوॊूا ֵؠ١ اڤ܋ۑ
۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ؕᆇ໶ໜ و 8x − 2y = 10 اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؕ݁ ݁ٺႤၽڣ۰٪ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

.y = 47 أن ෠ຶڎ ᄭᄟ݁أ؇د أي ሒᇭ x ڢ٭۰݄ ਐಸأިلݥ و x = 13 أن ෠ຶڎ
١ॴబոاڤ׭ ֵؠ١ اڤ܋ۑ

اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰ً؇൞ശܳا ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ اܳފ؇ًݑ اࠍ੅ޚ޶ )اܳٷޙ؇م
4 −1
−7 2

)(
x
y

)
=

(
5
3

)
.
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ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن B =

(
5
3

)
و X =

(
x
y

)
,A =

(
4 −1
−7 2

)
೑಻Ⴄ၍ إذا

.AX = B ⇐⇒ X = A−1B

.X =

(
13
47

)
و A−1 =

(
2 1
7 4

)
ـܙردن ոຖوس و ոຖوس ֵؠ١ ܈ۑ 2 .3

1 .2 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
೑಻Ⴄ၍ إذا و (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n) ۋگ٭گ٭۰ أ༟ڎادا (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ إذا
݁أ؇د৖৑ت َޙ؇م ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ۋگ٭گ٭۰. أ༟ڎادا b1, . . . , bn ೑಻Ⴄ၍ إذا و ෠੼؇۱٭ܭ x1, . . . , xn

ঌॻل პაႰ ۊޚ٭۰
a1,1x1 a1,2x2 · · · a1,nxn = b1
a2,1x1 a2,2x2 · · · a2,nxn = b2... ... . . . ... ...
am,1x1 am,2x2 · · · am,nxn = bm.

ؕ݁ AX = B :ঌॻل პაႰ ݁ݱڰިڣ؇ت ݬ٭؞۰ ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ۱ڍا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ و

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n... ... . . . ...
am,1 am,2 · · · am,n

 , B =


b1
b2...
bn

 , X =


x1
x2...
xn

 .
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2 .2 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اࠍ੆ߺࠊل. ۰༟ިᆇ୞୘ َڰݴ ؇ୖ୒ Ⴄ၍ن إذا ݁ٺႤၽڣ٪؇ن اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ ඔ൹݁؇َޙ أن َگިل .1
ቕረ إذا ݁ྥފݑ ଫଃ༚ أَ۬ َگިل و ༡ܭ ᄩᄟ Ⴄ၍ن إذا ݁ٺ؋ܳڰ؇ أو ݁ྥފگ؇ ۊޚ޶ َޙ؇م أن َگިل .2

༡ܭ. ᄩᄟ لܝ݆

ް݄૭૜و [A|B] ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ و B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ً؇ݪ؇ڣ۰ ዻዧذ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ਐಸިݿ٭ؕ ݿٷگިم
اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ոຖوس ֵؠ١ ܈ۑ 1 .2 .3
َޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ و ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ [A|B] اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًިݪؕ ݿٷگިم اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ

اࠍ੅ޚ޶. اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ ༥؇وس لگ۰ ޗݠ ް݄૭૜ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه و ا৙৑ول اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ሐᇭႤၽ݁ มจܹ݁ټ ۊޚ޶
ـܙردن ոຖوس ֵؠ١ ܈ۑ 2 .2 .3

و ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ [A|B] اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًިݪؕ ݿٷگިم اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ
ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ ް݄૭૜ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه و ا৙৑ول اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ሐᇭႤၽ݁ ۊޚ޶ َޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ

اࠍ੅ޚ޶. اܳٷޙ؇م ࠍ੆ܭ
١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اॊूֿ܊ڵ١ 3 .3

1 .3 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.B = 0 Ⴄ၍ن إذا ྵฺ؇༶݁ٺ AX = B ۊޚ޶ َޙ؇م أن َگިل

: 6 ڲ୹୴ؼ܊ոت
اܳٷޙ؇م. ୒ୖڍا ༡ܭ ި۱ اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ৙৑ن ݁ྥފݑ ྵฺ؇༶݁ٺ ۊޚ޶ َޙ؇م ႟၍ .1

༡ܭ ި۱ X1 + λX2 ڣ؆ن AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ఈః༡ن X2 و X1 Ⴄ၍ن إذا .2
.λ ∈ R ႟ၽܳ اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م
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ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ؇݁ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن ݬڰݠي ଫଃ༚ ༡ܭ AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا .3
اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁

2 .3 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
আॻ༟ ݿ٭ܝިن اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م X ༡ܭ ႟၍ إذا X0 ༡ܭ AX = B اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا

.AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا ይዧٷޙ؇م ༡ܭ X1 ۋ٭ت X = X0 +X1 اܳݱ٭؞۰

দগاଯଔ ຐոؓ׿ة 4 .3
1 .4 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ

اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒و n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا
ި۱ AX = B

x1 =
detA1

detA , . . . , xn =
detAn

detA .

اܳأ݄ިد ًިݪؕ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ౫౜రݱܭ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ Aj اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ Aj ۋ٭ت
Cj اܳأ݄ިد ؜݆ ؜ިݪ؇ B

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 5 .3
ااڤ׭ոڤ֛ اڤץոب ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
݁ྥފگ۰. اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ؇۰݁ ّܝިن ปฆۋ a, b, c ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ أو༥ڎ

x+ y + 2z = a
x+ z = b

2x+ y + 3z = c
.1
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

x+ 2y + 3z = a
2x+ 3y + 4z = b
3x+ 4y + 5z = c

.2

: 2 ਗ৻ۑ଄૵
اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م ఈః༡ (1,−1, 2) لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا a, b, c ݆݁ ႟၍ ඔ൹༟ .1

ax+ by − 3z = −3
−2x− by + z = −1
ax+ 3y − cz = −1

.

.(1) اܳڰگݠة ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م وۋ٭ڎا ఈః༡ ި۱ (1,−1, 2) أن أཿྟب .2
: 3 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ؇۰݁ ༡ߺࠊل أو༥ڎ
x+ 2y − z = −4
−x+ y = −2
y − z = −4

.1

.m ∈ R ;


x+ 2y − z + t = 1
3x− y + 5y − t = 2
5x+ 3y + 3z + t = m

.2
−2y + 3z = 0

2x− 4y + 2z = 0
−x− 2y + 5z = 0
x− 2y − z = 1

.3


y + 3z − 2t = 0
2x+ y − 4z + 3t = 0
2x+ 3y + 2z − t = 1

, .4
x+ 2y + z = 1

2x+ (a+ 3)y + 3z = 3
x+ (−a+ 3)y + (a− 2)z = 0

.5
x− y + z + t = 0

2x− y + z + 3t = 0
z − t = 0

−2x+ y − t = 0

.6

: 4 ਗ৻ۑ଄૵
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ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ ً؇ܳފٺأ݄؇ل اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ༡ߺࠊل أو༥ڎ
x+ y + 2z + t = 11
x+ 2y + z + t = 9
x+ y + z + 2t = 6
2x+ y + z + t = 14

.1


x+ y + 2z = 8
−x− 2y + z = 1
3x− 7y + 4z = 10

.2
x− y + 2z − t = −1

2x+ y − 2z − 2t = −2
−x+ 2y − 4z + t = 1

3x− 3t = −3

.3

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
m ڢ٭۰݄ ۋފص ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د ۏިردن ༥؇وس لگ۰ ޗݠ إݿٺ༱ڎم

2x + 5y − 2z + 3t = 1
2x + 6y − 2z + 4t = −2
x + 2y − z + t = 2
3x + 8y − 3z + 5t = m2 − 1

: 6 ਗ৻ۑ଄૵
:ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ܳ٭ܝ݆

−x+ y +mz = −2
2x−my − z = −1
mx− 2y + z = 1

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m اܳأڎد ڢࡗࡲ أو༥ڎ .1
و༥ڎت. إن m = 2 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل أو༥ڎ .2
و༥ڎت. إن m = 0 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل أو༥ڎ .3

: 7 ਗ৻ۑ଄૵
اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ܳ٭ܝ݆

x+my + 2z = 1
2x− y + z = 3

mx+ 4y + 2mz = 2

ሒᇭ اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل أو༥ڎ و اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ .1
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.ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه

݁ྥފݑ. ଫଃ༚ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ .2
: 8 ਗ৻ۑ଄૵

:ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ܳ٭ܝ݆ و m ∈ R ܳ٭ܝ݆
1 2 −1 1
2 3 −4 1
2 4 m− 2 m+ 3
3 5 −5 m+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
1

m2 + 5
m2 + 2


݁ྥފݑ. ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ .1

وۋ٭ڎ. ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ .2
اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م لܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ .3

: 9 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا৙৑َޙ؇۰݁ ࠍ੆ܭ ਵਦاாண ڢ؇༟ڎة اݿٺ༱ڎم

x− 2y + 2z = −1
2x− y + 3z = 1
3x+ y + 2z = −1

.1
3x− 2z = 2

−2x+ 3y − 2z = 3
−5x+ 4y − z = 1

.2
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4 ոּب
اिऻ׫ո٤ّت ո۠ؔءات

اिऻ׫ո٤ّت ո۠ؔء ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .4
1 .1 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ঌॻل ؇݁ ොູگݑ ೑಻Ⴄ၍ إذا R আॻ༟ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒሃ E ۰༟ިᆇ୞୘ أن َگިل
.u+ v ∈ E ڣ؆ن u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا (ؕ৵৩ৠا ܳأ݄ܹ٭۰ اఈః༚৕৑ق (༠؇ݬ٭۰ .1

u+ (v + w) = ڣ؆ن u, v, w ∈ E Ⴄ၍ن إذا (ؕ৵৩ৠا ܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺ݄۠٭أ٭۰ (اࠍ੅؇ݬ٭۰ .2
.(u+ v) + w

u+0 = ොຳ٭ت (௧ਤ৵৩ৠا ا௱௯௫؇ࢴࣖ ް݄૭૏) 0 ∈ E ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ (௧ਤ৵৩ৠا ا௱௯௫؇ࢴࣖ (༠؇ݬ٭۰ .3
.0 + u = u∀u ∈ E

ොຬگݑ و ௧ਤ৵৩ৠا u ଫଃَޙ ް݄૭૏و −u ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ u ∈ E ႟ၽܳ .4
.u+ (−u) = (−u) + u = 0

.u+ v = v + u ڣ؆ن u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا ࠯࠵࠾݄ؕ) ا৕৑ࢻࣖاܳ٭۰ (اࠍ੅؇ݬ٭۰ .5
.αu ∈ E ڣ؆ن α ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا ًأڎد) ا๤ཟܳب ܳأ݄ܹ٭۰ اఈః༚৕৑ق (༠؇ݬ٭۰ .6

.α(u+ v) = αu+ αv ڣ؆ن α ∈ R و u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا .7
.(α+ β)u = αu+ βu ڣ؆ن α, β ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا .8

.(α.β)u = α(βu) ڣ؆ن α, β ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا .9
.1.u = u ڣ؆ن u ∈ E Ⴄ၍ن إذا .10

47
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: 1 ڲ׭ոل
݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء Rn .1

݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء ި۱ {(x, y, 2x+ 3y); x, y ∈ R} ۰༟ި݄௵௯௫ا .2
݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء ި۱ P = R[X] اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ۰༟ިᆇ୞୘ .3

݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء ި۱ Pn = Rn[X] ,n ૭૏؇وي أو أڢܭ ۰༥ࢻࣖر اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ۰༟ިᆇ୞୘ ዻዧᄔც
١ॴటۏ঻اݾ اڤءո۠ءات 2 .4

1 .2 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
V ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F أن َگިل .V ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ F و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

.V আॻ༟ اܳأ݄ܹ٭؇ت ਍ಸڰݴ ዻዧوذ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ި۱ F Ⴄ၍ن إذا

2 .2 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
.V ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ F و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا V ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F
,0 ∈ F .1

,u+ v ∈ F ڣ؆ن ,u, v ∈ F Ⴄ၍ن إذا .2
.αu ∈ F ڣ؆ن α ∈ R ,u ∈ F Ⴄ၍ن إذا .3

: 2 ڲ׭ոل

.V = M2(R) ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F .F = {
(
a b
0 2a− b

)
; a, b ∈ R} ܳ٭ܝ݆ .1

ڣݯ؇ء ሒሃ F .F = {X ∈ Rn; AX = 0} ܳ٭ܝ݆ و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mm,n(R) ܳٺܝ݆ .2
.(AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ ި۱ F ) .V = Rn ݆݁ ሒᆶඹජ

.R2 ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ྘ܳފب F = {(x, x+ 1); x ∈ R} ۰༟ި݄௵௯௫ا .3



49 اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت .3 .4

اिऻܙႥ႐ة وا୦ୠଡ଼ڵܙոຐت اݾশ܋מ١ اڤજઁټמץոت 3 .4
1 .3 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ ި۱ w ∈ V َگިل .v1, . . . , vn ∈ V ܳٺܝ݆ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆
.w = α1v1+. . .+αnvn ොຳ٭ت α1, . . . , αn ∈ R و༥ڎ إذا v1, . . . , vn గጻዧٺ۳۠؇ت

: 3 ڲ׭ոل
గጻዧٺ۳۠؇ت ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ ި۱ (4, 1, 1) ۬༶ٺৎ৊ا

.(0,−1, 1) ,(2,−1, 3),(1, 0, 2)
.(4, 1, 1) = −2(1, 0, 2) + 3(2,−1, 3)− 4(0,−1, 1)

2 .3 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ

C1, . . . , Cn ೑಻Ⴄ၍و X =

x1...
xn

 ܳٺܝ݆ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.AX = x1C1 + . . .+ xnCn ڣ؆ن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة

3 .3 .4 ١ວמ༖໪
إذا ݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᆇᅦ৙৑ڎة ۊޚ٭؇ ܋ߵ٭ٴ؇ ߙ B Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ
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4 .3 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
S أن َگިل .V ۬༶݁ٺ ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆

.V ๤ཛྷ؇ܳأٷ ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ ި۱ V ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ Ⴄ၍ن إذا V ᄴᄟިّ

5 .3 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
و (n, k) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆ و S = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn ܳٺܝ݆

؜ٷڎࢱࣕ .؇ዛኤڎᆇᅦأ C1, . . . , Ck.B ∈ Rn ႟ၽܳ ݁ྥފگ؇ AX = B اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا Rn ᄴᄟިّ S

6 .3 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
؜ٷڎࢱࣕ V ۬༶݁ٺ ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆
.V ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ႟ၽ૰૜ S ৎ৊ٺ۳۠؇ت W اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت ᆇᅹ٭ؕ ۰༟ިᆇ୞୘ .1

.S আॻ༟ ොຬٺިي ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء أݬ؞ݠ ި۱ W .2
.⟨S⟩ ً۬ ਲ਼ਦߖߵ و S ۰༟ި݄௵௯௫؇ً ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ި۱ اܳڰݯ؇ء ۱ڍا ް݄૭૏

اݾশ܋ܧ وا۰ॆू׫ؠ୹୴ل اݾশ܋ܧ اूॆرոॻయط 4 .4
1 .4 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اࠍ੆ܭ Ⴄ၍ن إذا ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ሒሃ V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ v1, . . . , vn ݁ٺ۳۠؇ت أن َگިل
اܳݱڰݠي. اࠍ੆ܭ ި۱ a1v1 + . . . ,+anvn = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳިۋ٭ڎ

: 4 ڲ׭ոل



51 اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط .4 .4
.R4 ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ w = (3, 2, 2,−1) v = (1, 0, 2,−1), ,u = (0, 1,−2, 1)

.xu+ yv + zw = (0, 0, 0, 0) ⇐⇒


y + 3z = 0
x+ 2z = 0

−2x+ 2y + 2z = 0
x− y − z = 0

اܳݱڰݠي. اࠍ੆ܭ ި۱ وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ۱ڍا

2 .4 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
྘ܳފب ೑಻Ⴄ၍ إذا ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ ሒሃ V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ v1, . . . , vn ݁ٺ۳۠؇ت أن َگިل

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ

3 .4 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
؇ዛኤڎᆇᅦأ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆ و S = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn ܳٺܝ݆
AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ S ّܝިن ؜ٷڎࢱࣕ .S ݁ٺ۳۠؇ت

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ

: 7 ڲ୹୴ؼ܊ոت
اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁ٷٺ۬ ଫଃ༚ ༟ڎد ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ m < n و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.AX = 0 ይዧٷޙ؇م
ۊޚ٭؇. ਊಾਵਦޚ۰ S ڣ؆ن m < n و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm ೑಻Ⴄ၍ إذا .2

4 .4 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
.n ≥ 2 ۋ٭ت V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا
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اৎ৊ٺ۳۠؇ت. ܳٴگ٭۰ ۊޚ٭؇ ܋ߵ٭ٴ؇ ߙ ؇ዛኤ؇۳۠݁ٺ أ༡ڎ Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ S ؜ٷڎࢱࣕ

واڤץ֔׿ اո۰ॊूس 5 .4
1 .5 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

S أن َگިل .V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆
ඔ൹ޗ๤དྷܳا ۋگگب إذا V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س

V ᄴᄟިّ S .1
ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ S .2

2 .5 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
v ۰ً؇঺঒ ૭૙ٺޚ٭ؕ ؇਍಻؆ڣ v ∈ V Ⴄ၍ن و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا

.v1, . . . , vn గጻዧٺ۳۠؇ت ۊޚ޶ ܋ଫଐ܋٭ص وۋ٭ڎة لگ۰ ًޚݠ

: 8 ڲ୹୴ؼ܊١
ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . Rnۋ٭ت(0 اܳڰݯ؇ء ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {e1, . . . , en} Ⴄ၍ن إذا

.Rn ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S ڣ؆ن
: 10 ਗ৻ۑ଄૵

.Pn اৎ৊ٺ۳۠؇ت ܳڰݯ؇ء أݿ؇س S = {1, X, . . . ,Xn} أن أཿྟب

3 .5 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
.T = {u1, . . . , um} ܳٺܝ݆ و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا

ۊޚ٭؇. ਊಾਵਦޚ۰ T ڣ؆ن m > n Ⴄ၍ن إذا



53 واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س .5 .4

4 .5 .4 ١ວמ༖໪
V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ .T = {u1, . . . , um} و S = {v1, . . . , vn} ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا

.m = n ڣ؆ن

5 .5 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ًأڎ ް݄૭૏ S ሒᇭ n اৎ৊ٺ۳۠؇ت ༟ڎد ڣ؆ن V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا

.dimV = n َܝٺص و V اܳڰݯ؇ء

6 .5 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا و n ًأڎه و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V Ⴄ၍ن إذا

؜ٷڎࢱࣕ V اܳڰݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت
.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ S ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S ڣ؆ن V ᄴᄟިّ S ೑಻Ⴄ၍ إذا .2

7 .5 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س আॻ༟ ොູٺިي S ڣ؆ن V ይዧڰݯ؇ء ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا

.V

: 9 ڲ୹୴ؼ܊١
ߙ߳ودَ؇ ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ިارز݁٭ٺ੅اࠍ ݆݁ ఈ႙၍ ڣ؆ن ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vm} ⊂ Rn ೑಻Ⴄ၍ إذا

.S ۰༟ި݄௵௯௫؇ً ᄴᄟިৎ৊ا ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ً؊ݿ؇س
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1 ػܙارزڲמ١
S ݁ٺ۳۠؇ت ݬڰިڣ۳؇ A ݁ݱڰިڣ۰ ܋ިن .1

درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ أو ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ A ܳިݪؕ ۏިردن ༥؇وس أو ༥؇وس لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎم .2
.C ܳٺܝ݆ و ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰

.⟨S⟩ ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ሒሃ ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ C ݬڰިف ؜ٷڎࢱࣕ .3
2 ػܙارزڲמ١

S ݁ٺ۳۠؇ت ؇ዛኤڎᆇᅦأ A ݁ݱڰިڣ۰ ܋ިن .1
درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ أو ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ A ܳިݪؕ ۏިردن ༥؇وس أو ༥؇وس لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎم .2

.C ܳٺܝ݆ و ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰
S1 وܳٺܝ݆ C ሒᇭ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ذات اᆇᅦ৙৑ڎة ݆݁ اည৊ܝ۰َި اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ C1 ܳٺܝ݆ .3
أݿ؇س ሒሃ S1 ؜ٷڎࢱࣕ C1 ๤ཛྷ؇ܳأٷ ᄭᄥً؇گৎ৊ا A ሒᇭ اᆇᅦ৙৑ڎة ݆݁ اည৊ܝ۰َި اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ

.⟨S⟩ ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء

8 .5 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ

ොູٺިي S ڣ؆ن V اৎ৊ٺ۳۠؇ت ܳڰݯ؇ء ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا .1
.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س আॻ༟

ڣ؆َ۬ V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا .2
.S আॻ༟ ොຬٺިي V ይዧڰݯ؇ء T أݿ؇س ل༥ިڎ

: 5 ڲ׭ոل
ًـ ᄴᄟިৎ৊ا R5 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء W ܳ٭ܝ݆

,v3 = (1, 2,−1, 2, 0) ,v2 = (2, 0, 4,−2, 4) ,v1 = (1, 0, 2,−1, 2)
.v4 = (1, 4,−4, 5,−2)

.{v1, v2, v3, v4} ሒᇭ ො੼ٺިى W ܳـ أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .1
.{v1, v3} আॻ༟ ොຬٺިي R5 ܳـ أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2

اݾষڞ



55 ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت .6 .4

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ا༡ڎاਃು؇ت ሒሃ ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳوا A =


1 2 1 1
0 0 2 4
2 4 −1 −4
−1 −2 2 5
2 4 0 −2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ .1

.v1, v2, v3, v4

ި۱ {v1, v3} إذا


1 2 0 −1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.W ܳـ أݿ؇س
Ⴄ၍ن إذا .2

{v1, v3, e1, e2, e3} إذا .e3 = (0, 0, 1, 0, 0) ,e2 = (0, 1, 0, 0, 0) ,e1 = (1, 0, 0, 0, 0)

.{v1, v3} আॻ༟ ොຬٺިي R5 ܳـ أݿ؇س ި۱
اո۰ॊूس જੴوׂ֏מ اຒॆू׿اոॴలت 6 .4

1 .6 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ۋ٭ت v ∈ V Ⴄ၍ن و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا

v = x1v1 + . . . xnvn

ਲ਼ਦߖߵ و S ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ v ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت ް݄૭૜ (x1, . . . xn) ڣ؆ن

[v]S =

x1...
vn


.S ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ v ۬༶ٺగጻዧ ሒᇉڎا༡৕৑ا ۬༶ٺৎ৊ا ް݄૭૏ و
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2 .6 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
ܳٺܝ݆ و .V ይዧڰݯ؇ء ඔ൹أݿ؇ݿ C = {u1, . . . , un} و B = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا
؇ୖ୒ CPB اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن ؜ٷڎࢱࣕ [v1]C , . . . , [vn]C ؇ዛኤڎᆇᅦأ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ CPB

أن პაႰ ݁أܝިس
[v]C = CPB[v]B

.v ∈ V ႟ၽܳ
.C ا৙৑ݿ؇س ሌᇿإ B ا৙৑ݿ؇س ݆݁ اਐ಻৕৑گ؇ل ݁ݱڰިڣ۰ CPB اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜

اिऻۢءܙ١ؔ ١ॻయر 7 .4
1 .7 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ، A ًݱڰިف ᄴᄟިৎ৊ا Rn ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏

.rowA ਲ਼ਦීෂ؇ً
ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳأ݄ިدي اܳڰݯ؇ء ، A ً؊ᆇᅦڎة ᄴᄟިৎ৊ا Rm ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏

.colA ਲ਼ਦීෂ؇ً

2 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
A ݆݁؇ዛዀܹ༟ ොຶݱܭ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.rowA = rowB ڣ؆ن ݬڰ٭۰ أوܳ٭۰ ᆇᅦܹ٭۰ රජ؆࿓اء
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3 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
A గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ B ሒᇭ ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ اܳݱڰިف ۰༟ިᆇ୞୘ ڣ؆ن

4 .7 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.rankA = dimrowA ً۬ ਲ਼ਦߖߵ و اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ًأڎ ૭૙݄޶

: 10 ڲ୹୴ؼ܊١
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ أي ሒᇭ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ༟ڎد ި۱ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر

5 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

rankA = dimrowA = dimcolA.

6 .7 .4 ١ວמ༖໪
ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

rankA = rankAT .
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7 .7 .4 ١ວמ༖໪
۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁أܝިس ؇ୖ୒ ݁ݱڰިڣ۰ P ೑಻Ⴄ၍ إذا و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁أܝިس ؇ୖ୒ ݁ݱڰިڣ۰ Q ೑಻Ⴄ၍ إذا و m
rankA = rankPAQ.

اڤո٢જ੻ن
أوܳ٭۰. ஓ୾ݱڰިڣ۰ ا྘ܳފ؇ر ݆݁ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཚب ሐᇭႤၽل A আॻ༟ اܳݱڰިف আॻ༟ أوܳ٭۰ ᆇᅦܹ٭۰ إරජاء أن َأ޺޾
݆݁ ஓ୾ٺٺ؇ܳ٭۰ PA আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ஓ୷ܝ݆ ڣ؆َ۬ أوܳ٭۰ ݁ݱڰިڣ؇ت ๤ཚب ༡؇ݬܭ ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾ و

ڣ؆ن ᄳᄟا ا৙৑وܳ٭۰. اܳݱڰ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت

rankA = rankPA.

ڣྡྷފྥٷٺھ اܳފ؇ًگ۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ً؇ݿٺأ݄؇ل و

rankA = rankPAQ.

8 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ و۱ި وۋ٭ڎ ༡ܭ AX = 0 ይዧٷޙ؇م .1
ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة .2

rankA = n. .3
݁أܝިس. ATA గጻዧݱڰިڣ۰ .4
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9 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.B ∈ Rm ႟ၽܳ ݁ྥފݑ AX = B اܳٷޙ؇م .1
.Rm ᄴᄟިّ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة .2

rankA = m. .3
݁أܝިس. AAT గጻዧݱڰިڣ۰ .4

10 .7 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ
{X ∈ Rn; AX = 0} ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء َأݠف .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ل۰ ًݱڰݠ ًأڎه ૭૙݄޶ و N(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰݠي اܳڰݯ؇ء

.nullity(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و
ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݬިرة {AX; X ∈ Rn} ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء َأݠف ዻዧᄔც

.Im(A)

11 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
.Im(A) = colA ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

12 .7 .4 ١ֵ ֿ܊ۑ
గጻዧݱڰިڣ؇ت اܳٴأڎ ۱ଫଊ݁ٷ۰

ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
nullity(A) + rank(A) = n.
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ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 8 .4
ֆּൄاളاا اڤץոب ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ ݆݁ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا༟ި݄௵௯௫؇ت ݆݁ ඔ൹ً

E1 = {(x, y, z) ∈ R3 ; 3x− 7y = z}
,E2 = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 − z2 = 0}

,E3 = {(x, y, z) ∈ R3 ; x+ y − z = x+ y + z = 0}
,E4 = {(x, y, z) ∈ R3 ; z(x2 + y2) = 0}

,E5 = {(x, y, z) ∈ R3; x+ y = 0}
,E6 = {(x, y, z) ∈ R3; xy = 0}

,E7 = {(x, y, z, t) ∈ R4; x = 0, y = z}
.E8 = {(x, y, z) ∈ R3; x = 1}

: 2 ਗ৻ۑ଄૵
W = {B ∈ Mn : AB = BA}. و n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ A ܳٺܝ݆

.(n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ڣݯ؇ء ި۱ Mn) .Mn ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء W أن أཿྟب
: 3 ਗ৻ۑ଄૵

.R4 ሒᇭ e2 = (1,−2, 3,−4) و e1 = (1, 2, 3, 4) اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ܳٺܝ݆
,e1؟ e2 ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ሒᇭ (x, 1, y, 1) لܝިن ปฆۋ y و x ل༥ިڎ ۱ܭ

,e1؟ e2 ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ሒᇭ (x, 1, 1, y) لܝިن ปฆۋ y و x ل༥ިڎ ۱ܭ و
: 4 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ዛውৎ৊؇ت ᄴᄟިৎ৊ا ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݁ިۏިد v = (−2, x, y, 3) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ x, y ل༥ިڎ ۱ܭ
?e2 = (−1, 2, 3, 1) و e1 = (1,−1, 1, 2) ؕ݁ (e1, e2)

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
F ܳ٭ܝ݆ و (2, 3,−1), (1,−1,−2) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

(3, 7, 0), (5, 0,−7) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء
.E = F أن أཿྟب

: 6 ਗ৻ۑ଄૵
R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݁ިۏިد v = (−2, x, y, 5) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ x, y ∈ R ل༥ިڎ ۱ܭ
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.v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا

: 7 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊ٺ۳۠؇ت R4 ሒᇭ ܳ٭ܝ݆

و e4 = (0, 0, 1, 0) ,e3 = (3, 2, 2,−1) e2 = (1, 0, 2,−1), ,e1 = (0, 1,−2, 1)
.e5 = (0, 0, 0, 1)

:۰༲٭ොේ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ۱ܭ
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} .1

.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} .2
.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} = R4 .3

: 8 ਗ৻ۑ଄૵
,u3 = (1, 1, 0) ,u2 = (1, 3, 2) ,u1 = (1, 2, 1) ,R3 ሒᇭ ܳ٭ܝ݆

.G = Vect(u3, u4) و F = Vect(u1, u2) وܳ٭ܝ݆ .u4 = (3, 8, 5)

.F = G أن أཿྟب
: 9 ਗ৻ۑ଄૵

اৎ৊ٺ۳۠؇ت أن أཿྟب
و ,R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ّܝިن u3 = (−2, 1,−2) و u2 = (−1,−1, 2) ,u1 = (1, 0, 1)

ا৙৑ݿ؇س. ۱ڍا ሒᇭ v = (x, y, z) ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت أو༥ڎ
: 10 ਗ৻ۑ଄૵

.R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S = {(1, 0, t), (1, 1, t), (t, 0, 1)} ොຳ٭ت t ∈ R ڢࡗࡲ أو༥ڎ
: 11 ਗ৻ۑ଄૵

أو༥ڎ .R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (1, 0,−1)} اৎ৊ٺ۳۠؇ت أن أཿྟب
۱ڍا ሒᇭ e3 = (0, 0, 1) و ,e2 = (1, 0, 1) ,e1 = (1, 0, 0) اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت إ༡ڎاਃು؇ت

ا৙৑ݿ؇س.
: 12 ਗ৻ۑ଄૵

u1 = (3, 2, 1, 0), u2 = (2, 3, 4, 5), u3 = اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ًأڎ أو༥ڎ
.R4 ሒᇭ (0, 1, 2, 3), u4 = (1, 2, 1, 2), u5 = (0,−1, 2, 1)

: 13 ਗ৻ۑ଄૵
وܳ٭ܝ݆ R3 ሒᇭ أݿ؇ݿ؇ B = {v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0,−2), v3 = (1, 1, 0)} ܳ٭ܝ݆
(௧ਤاܳޚٴ٭ (أو اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)}

.R3 ይዧڰݯ؇ء
.BPC و CPB ݆݁ ఈ႙၍ أو༥ڎ .1
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.v = (2,−1, 1) Ⴄ၍ن إذا [v]B أو༥ڎ .2
: 14 ਗ৻ۑ଄૵

,v2 = (2,−2, 4, 0, 6) ,v1 = (1,−1, 2, 0, 3) اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊اR5 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆
.v4 = (0,−3, 4, 2, 2) ,v3 = (1, 2,−3,−2, 1)

{v1, v2, v3, v4} ሒᇭ ො੼ٺިى V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ
: 15 ਗ৻ۑ଄૵

.R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S = {(1, 0, t), (1, 1, t), (t, 0, 1) ොຳ٭ت t ∈ R ڢࡗࡲ أو༥ڎ
: 16 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت R4 اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ܳ٭ܝ݆
e1 = (1, 2, 3, 4), e2 = (1, 1, 1, 3), e3 = (2, 1, 1, 1), e4 = (−1, 0,−1, 2),

.F = ⟨e4, e5⟩ و E = ⟨e1, e2, e3⟩ ܳ٭ܝ݆ و ،e5 = (2, 3, 0, 1)

.E , F اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳڰݯ؇ءات أًأ؇د أو༥ڎ
: 17 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۰ਊಾر 1أو༥ڎ 2 −4 −2 −1
0 −2 4 2 0
1 1 −2 −1 1

 .1
0 −1 2 −2
−7 7 2 8
0 4 −6 6
2 −2 0 −2

 .2


1 7 2 5
−2 1 1 5
−1 2 1 4
1 4 1 2

 .3
 1 4 −1 2 4

2 0 −3 −1 7
−2 3 2 1 4

 .4 2 5 −5 −7
−1 −3 1 2
1 a −2 b

 .5

: 18 ਗ৻ۑ଄૵
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اܳڰݯ؇ء F ܳ٭ܝ݆ و
 2

3
−1

 ,

 1
−1
−2

 اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

.
3
7
0

 ,

 5
0
−7

 اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ
.E = F أن أཿྟب

: 19 ਗ৻ۑ଄૵

.A =


1 2 −1 0 1
0 0 1 1 1
−1 −2 0 −1 −2
1 2 −1 0 1

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر أو༥ڎ .1
.A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰݠي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2

: 20 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ዛውৎ৊؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

.v1 = (1,−1, 1, 0), v2 = (2, 1,−2, 1), v3 = (1, 2,−3, 1), v4 = (3, 3,−5, 2)

{v1, v2, v3, v4} ሒᇭ ො੼ٺިى E ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .1
.v1, v2 আॻ༟ ොຬٺިي R5 ይዧڰݯ؇ء اݿ؇ݿ؇ ༥ڎ .2

: 21 ਗ৻ۑ଄૵
P2[x] ይዧڰݯ؇ء ඔ൹أݿ؇ݿ C = {1− x, x+ x2, x− x2} و B = {1, x, x2} ܳ٭ܝ݆

CPB و BPC ݆݁ ఈ႙၍ أو༥ڎ .1
P (x) = 3− 2x+ x2 Ⴄ၍ن إذا [P ]C أو༥ڎ .2

: 22 ਗ৻ۑ଄૵
u2 = (−1, 1, 2) ,u1 = (1, 2,−1) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء W ܳ٭ܝ݆

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ {u1, u2} ۰༟ި݄௵௯௫ا أن أཿྟب .1
.W ይዧڰݯ؇ء ཯ྡྷٺ݄޶ v = (1, 5, 0) ۬༶ٺৎ৊ا أن أཿྟب .2

.W ይዧڰݯ؇ء ཯ྡྷٺ݄޶ ৖৑ v = (1, 2,−2) ۬༶ٺৎ৊ا أن أཿྟب .3
: 23 ਗ৻ۑ଄૵

ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ B = {v1 = (1, 0, 1), v2 = (−2, 1, 0), v3 = (1, 1, 2)} أن أཿྟب .1
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.R3

اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)} Ⴄ၍ن إذا .2
R3 ይዧڰݯ؇ء

(.B ا৙৑ݿ؇س ሌᇿإ C ا৙৑ݿ؇س ݆݁ اਐ಻৕৑گ؇ل ݁ݱڰިڣ۰ ( BPC اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ
.[v]C =

1
3
2

 Ⴄ၍ن إذا [v]B أو༥ڎ .3

: 24 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء W ܳ٭ܝ݆

u3 = (2,−1, 3, 1), u2 = (2,−2, 4, 0), u1 = (1,−1, 2, 0),
u5 = (0, 1,−1, 1). u4 = (1, 0, 1, 1),

.{u1, u2, u3, u4, u5} ۰༟ި݄௵௯௫ا ݆݁ W ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ اݿٺۛݠج .1
.W اܳڰݯ؇ء ًأڎ أ༥ڎ .2

: 25 ਗ৻ۑ଄૵

A =


1 2 −1 2 −1
−1 −2 2 −3 2
2 4 0 2 0
1 2 1 0 3

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

.(Null space) గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰݠي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .1
గጻዧݱڰިڣ۰. اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ඔ൹༟ .2

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر أو༥ڎ .3
: 26 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت: ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ
u1 = (1, 0, 2,−1), u2 = (−1, 1,−1, 0) u3 = (0, 1, 1,−1), u4 = (2,−1, 3,−1)

: 27 ਗ৻ۑ଄૵
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ّܝިن ปฆۋ a ڢࡗࡲ أو༥ڎ .1

ۊޚ٭؇. ਊಾਵਦޚ۰ u1 = (1,−1, 3, 1), u2 = (3, 1, 5, 3), u3 = (1, 1, 1, a)

.a = 0 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ {u1, u2, u3} আॻ༟ ොຬٺިي R4 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2
: 28 ਗ৻ۑ଄૵
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A =

1 1 −1 2
0 1 1 −1
3 4 −2 m

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.1 ૭૜؇وي (nullity (A)) A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ل۰ ݬڰݠ ّܝިن ปฆۋ m ڢࡗࡲ أو༥ڎ

: 29 ਗ৻ۑ଄૵
اܳڰݯ؇ء. ୒ୖڍا أݿ؇ݿ؇ B = {v1, v2, v3} و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

೑಻Ⴄ၍ إذا .1
u1 = v1 − v2 + v3

u2 = v2 + 2v3
u3 = v1 − 2v3.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ّܝިنّ C = {u1, u2, u3} ۰༟ި݄௵௯௫ا أن ڣ؊ཿྟب

.(B ا৙৑ݿ؇س ሌᇿإ C ا৙৑ݿ؇س ݆݁ اਐ಻৕৑گ؇ل (݁ݱڰިڣ۰ BPC اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .2
v = u1 − 2v2 + u3 Ⴄ၍ن إذا .3

.[v]B و [v]C ڣ؊و༥ڎ
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5 ոּب
ࣽ࣬ຑاႥ႐ا اڤ෕໐ب ո۠ؔءات

ࣽ࣬ຑاႥ႐ا اڤ෕໐ب ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .5
1 .1 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.R আॻ༟ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆
ঌॻل ؇݁ ႟၍ ොູگݑ إذا V আॻ༟ ঌॻ༠دا ๤ཚب ሒሃ ⟨ , ⟩ : V × V −→ R ᄭᄟاᄴᄟا أن َگިل

.α ∈ R ,u, v, w ∈ V ႟ၽܳ
.⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ .1

.⟨u+ v, w⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨v, w⟩ .2
.⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩ .3

⟨u, u⟩ ≥ 0 .4
.⟨u, u⟩ = 0 ⇐⇒ u = 0 .5

: 1 ڲ׭ոل
:ঌॻل პაႰ ݁أݠف Rn আॻ༟ اৎ৊أٺ؇د ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب .1

,v = (v1, . . . , vn) و u = (u1, . . . , un) ,u, v ∈ Rn Ⴄ၍ن إذا

67
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⟨u, v⟩ =
n∑

j=1

ujvj = u1v1 ++ . . .+ unvn.

َأݠف , f, g ∈ E ႟ၽܳ .[0, 1] আॻ༟ ᄭᄥٺݱৎ৊ا اᄴᄟوال ڣݯ؇ء E = C([0, 1]) Ⴄ၍ن إذا .2
:ঌॻل პაႰ E আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب

⟨f, g⟩ ==

∫ 1

0
f(t)g(t).

.3

.4
: 11 ڲ୹୴ؼ܊١

ڣ؆ن u, v, w, x ∈ E Ⴄ၍ن وᎂذا ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا
⟨u+ v, w + x⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨u, x⟩+ ⟨v, w⟩+ ⟨v, x⟩.

اڤ׫ո֔ڲ׿ 2 .5
1 .2 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, ⟨ , ⟩) ܳ٭ܝ݆
:ঌॻل ؇ஓ୾ ۬༶ٺৎ৊ا ݁أ٭؇ر أو ޗިل َأݠف ,u ∈ E Ⴄ၍ن إذا .1
∥u∥ =

√
⟨u, u⟩.

:ঌॻل ؇ஓ୾ v و u ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ َأݠف ,u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا .2
d(u, v) = ∥u− v∥.

:ঌॻل ؇ஓ୾ u, v ∈ E ඔ൹۳۠݁ٺ ඔ൹ً 0 ≤ θ ≤ π ل۰ اෑෂاو َأݠف و .3
cos θ =

⟨u, v⟩
∥u∥.∥v∥
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2 .2 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
ނިارߙ߳) ๴ཇި܋ ۰਍ಱ؇݁ٺٴ )

إذا u, v ∈ E و (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا
|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥

ۊޚ٭؇. ඔ൹ޚਊಾਵਦ u, v ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا Ⴄ၍ن إذا ৖৑إ اৎ৊ފ؇وات ّܝިن ৖৑و

3 .2 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
إذا u, v ∈ E و (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.

4 .2 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ
َܝٺص و દઊ݁ٺأ؇݁ڎ u, v ∈ E ඔ൹۳۠݁ٺ أن َگިل .ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا

.⟨u, v⟩ = 0 Ⴄ၍ن إذا ,u ⊥ v

5 .2 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
྘ྲྀٺ؇ؗިرس) ڢ؇༟ڎة )
إذا u ⊥ v Ⴄ၍ن إذا

∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.
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١ֵ اڤ֔מոر اո۰ո۰ॊूت 3 .5

1 .3 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ
݆݁ S = {e1, . . . , en} ۰༟ިᆇ୞୘ أن َگިل .ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا

Ⴄ၍ن إذا ݁ٺأ؇݁ڎة ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ اৎ৊ٺ۳۠؇ت
⟨ej , ek⟩ = 0, ∀1 ≤ j ̸= k ≤ n.

Ⴄ၍ن إذا ل۰ ؜٭؇ر ؇ዛኡأ َگިل و
∥ej∥ = 1, ∀1 ≤ j ≤ n.

Ⴄ၍ن إذا ݁ٺأ؇݁ڎة و ل۰ ؜٭؇ر ؇ዛኡأ َگިل و
⟨ej , ek⟩ = δj,k, ∀1 ≤ j, k ≤ n.

(.δj,j = 1 و j ̸= k Ⴄ၍ن إذا δj,k = 0)

2 .3 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ ݁ٺأ؇݁ڎة و ل۰ ؜٭؇ر ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍
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3 .3 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
ل۰ ؜٭؇ر ۰༟ިᆇ୞୘ S = {e1, . . . , en} ೑಻Ⴄ၍ إذا و ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا

ڣ؆ن u ∈ E و ݁ٺأ؇݁ڎة و
u = ⟨u, e1⟩e1 + . . . 9 + ⟨u, en⟩en.

4 .3 .5 ١ֵ ֿ܊ۑ
ᆙᆍ٭ڎت) රජام ۊިارز݁٭۰ )

۰༟ިᆇ୞୘ ༥ިّڎ إذا .E ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ۰༟ިᆇ୞୘ (v1, . . . , vn) و (E, ⟨ , ⟩) Ⴄ၍ن إذا
ොຳ٭ت (e1, . . . , en) ݁ٺأ؇݁ڎة و ل۰ ؜٭؇ر وۋ٭ڎة

,k ∈ {1, . . . , n} ႟ၽܳ .1
Vect(e1, . . . , ek) = Vect(v1, . . . , vk),

,k ∈ {1, . . . , n} ႟ၽܳ .2
⟨ek, vk⟩ > 0.

اڤո٢જ੻ن
:ঌॻل პაႰ (u1, . . . , un) ݁ٺأ؇݁ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ا৙৑ول ሒᇭ ౫ౖరت

u1 = v1

u2 = v2 −
⟨u1, v2⟩
∥u1∥2

u1

...
un = vn −

n−1∑
i=1

⟨ui, vn⟩
∥ui∥2

ui.

:ঌॻل პაႰ (u1, . . . , un) ۰༟ި݄௵௯௫ا ݆݁ (e1, . . . , en) ۰༟ި݄௵௯௫ا আॻ༟ ౫౜రݱܭ
ek =

uk
∥uk∥

, k ∈ {1, . . . , n}.
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: 2 ڲ׭ոل

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 4 .5
ااݾոশڲۥ اڤץոب ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ F ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆

S = {u = (1, 1, 0, 0), v = (1, 0,−1, 0), w = (0, 0, 1, 1)}.
.F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ S أن أཿྟب .1

(ۋ٭ت ᆙᆍ٭ڎ. රජام ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2
ا৕৑ڢܹ٭ڎي). ا๤ཟܳب ި۱ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب

: 2 ਗ৻ۑ଄૵
.R2 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ⟨(a, b), (x, y)⟩ = ax+ ay + bx+ 2by أن أཿྟب .1

ا৙৑ݿ؇س لܭ ܳٺۜި ᆙᆍ٭ب රජام لگ۰ ޗݠ إݿٺأ݄ܭ .2
݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ሌᇿإ {u1 = (1,−1), u2 = (1, 2)}

: 3 ਗ৻ۑ଄૵
ً؇ܳگ؇༟ڎة اৎ৊أݠف T : R4 −→ R3 اࠍ੅ޚ޶ لܭ اܳٺۜި ܳٷިاة أݿ؇ݿ؇ و ܳݱިرة أݿ؇ݿ؇ ඔ൹༟

T(x, y, z, t) = (x − y + z, 2x − z − t, y + z + 2t).

: 4 ਗ৻ۑ଄૵
اৎ৊أݠف P3 আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب وܳ٭ܝ݆ 3 ૭૏؇وي أو أڢܭ ۰༥ࢻࣖر اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ڣݯ؇ء P3 ܳ٭ܝ݆

ً؇ܳگ؇༟ڎة
⟨P,Q⟩ = P (0)Q(0) + P (1)Q(1) + P (−1)Q(−1) + P (2)Q(2).

وܳ٭ܝ݆
P (x) = 1 + x− x2 + x3, Q(x) = 1 + x2 − x3.

.Q و P ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ أو༥ڎ أ)
.Q و P ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو ሒሃ θ ೑಻Ⴄ၍ إذا cos θ أو༥ڎ ب)

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
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.X2 = (x2, y2) و X1 = (x1, y1) ,V = R2 ܳ٭ܝ݆

:ঌॻل პაႰ V اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب َأݠف
⟨X1,X2⟩ = 2x1x2 + 3y1y2 + 2x1y2 + 2x2y1.

.؇݄ዛዊ྘ྲྀ มฆܳا ل۰ اෑෂاو أو༥ڎ و v = (1,−1) و u = (−1, 2) ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ أو༥ڎ .1
.u = (−2, 3) ۬༶ٺৎ৊ا আॻ༟ ݁ٺأ؇݁ڎا v = (1, c) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ොຳ٭ت c ڢ٭۰݄ أو༥ڎ .2

: 6 ਗ৻ۑ଄૵
ً؇ܳگ؇༟ڎة ݁أݠڣ؇ R2 اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ܳ٭ܝ݆

⟨(x1, y1), (x2, y2)⟩ = 2x1x2 + 5y1y2 + 2x1y2 + 2x2y1.

ا৙৑ݿ؇س لܭ ܳٺۜި ᆙᆍ٭ب රජام ڢ؇༟ڎة اݿٺ༱ڎم .1
{u1 = (1,−1), u2 = (−2, 1)}

݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري .{v1, v2} أݿ؇س ሌᇿإ
.w = cv1 + dv2 و v = av1 + bv2 ܳ٭ܝ݆ .2

.a, b, c, d ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ⟨v, w⟩ أو༥ڎ
: 7 ਗ৻ۑ଄૵

.Y = (y1, y2, y3) و X = (x1, x2, x3) ,V = R3 ܳ٭ܝ݆
ᄭᄟاᄴᄟا أن أཿྟب أ)

⟨X,Y ⟩ = x1y1 + x1y2 + x1y3 + x3y1

.V اܳڰݯ؇ء আॻ༟ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑
ঌॻل პაႰ V اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب َأݠف ب)

⟨X,Y ⟩ = x1y1 + 5x2y2 + 3x3y3.

.v = (3, 2, 1) و u = (−2, 1, 1) ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ أو༥ڎ [i]
أن ڣ؊ཿྟب ،Y = (−3, 1, 2) و X = (2, 0, 1) Ⴄ၍ن إذا [ii]
∥X + Y ∥2 = ∥X∥2 + ∥Y ∥2.
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: 8 ਗ৻ۑ଄૵
ً؇ܳگ؇༟ڎة ݁أݠڣ؇ R2 اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب Ⴄ၍ن إذا

⟨(x, y), (x′, y′)⟩ = 2xx′ + yy′

ا৙৑ݿ؇س لܭ ܳٺۜި ᆙᆍ٭ب රජام ڢ؇༟ڎة اݿٺ༱ڎم
{u1 = (1,−1), u2 = (2, 1)}

݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ሌᇿإ



6 ոּب
اݾশ܋מ١ ୹୴ֵت اڤ׫ٍܙ

اݾশ܋מ١ ୹୴ֵت اڤ׫ٍܙ ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .6
1 .1 .6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

T أن َگިل ّޚٴ٭گ؇. T : V −→ W ܳ٭ܝ݆ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء W و V ݆݁ ႟၍ ܳ٭ܝ݆
α ∈ R ,u, v ∈ V ႟ၽܳ Ⴄ၍ن إذا ۊޚ޶ لܭ ިොູ

.T (u+ v) = T (u) + T (v) .1
.T (αu) = αT (u) .2

: 12 ڲ୹୴ؼ܊١
ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

.T (0) = 0 .1
.T (−u) = −T (u) .2

.T (u− v) = T (u)− T (v) .3

75
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2 .1 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣگޔ و إذا ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T ڣ؆ن ّޚٴ٭گ؇ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا
T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v).

: 13 ڲ୹୴ؼ܊١
ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

T (α1u1 + . . .+ αnun) = α1T (u1) + . . .+ αnT (un).

3 .1 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
ً؇ܳگ؇༟ڎة اৎ৊أݠف TA : Rn −→ Rm اܳٺޚٴ٭ݑ ڣ؆ن A ∈ Mm,n(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا
اৎ৊گ؇ًܭ اࠍ੅ޚ޶ لܭ اܳٺۜި ް݄૭૏ و ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ ި۱ X ∈ Rn ႟ၽܳ TA(X) = AX

.A గጻዧݱڰިڣ۰

4 .1 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س (e1, . . . , en) ܳ٭ܝ݆ و ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : Rn −→ Rm ܳ٭ܝ݆
؇ዛኤڎᆇᅦأ A = [ai,j ] ∈ Mm,n(R) ۋ٭ت T = TA ؜ٷڎࢱࣕ .Rn ይዧڰݯ؇ء

.T (e1), . . . , T (en).T اࠍ੅ޚ޶ لܭ ይዧٺۜި اৎ৊أٺ؇دة اৎ৊ݱڰިڣ۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜
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5 .1 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
W ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} وႤ၍ن ݁ٺ۳۠؇ت ሒᆶ؇ڣݯ V,W Ⴄ၍ن إذا
.1 ≤ j ≤ n ႟ၽܳ T (vj) = wj ොຳ٭ت T : V −→ W وۋ٭ڎ ۊޚ޶ لܭ ިොູ ل༥ިڎ ڣ؆َ۬

اݾশ܋ܧ ֵڞ اڤ׫ٍܙ و۝ܙرة ֿܙاة 2 .6
1 .2 .6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ketT ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ዛኞ ਲ਼ਦߖߵ มฆܳوا T لܭ اܳٺۜި َިاة َأݠف ۊޚ٭؇. ఈఃل ިොູ T : V −→ W ܳ٭ܝ݆
اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا

ketT = {v ∈ V ; T (v) = 0}.

اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا ImT ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ዛኞ ਲ਼ਦߖߵ มฆܳوا T لܭ اܳٺۜި ݬިرة َأݠف პაႰ
ImT = {T (v); v ∈ V }.

2 .2 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣݯ؇ء ImT و V ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ketT ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

.W ݆݁ ሒᆶඹජ

3 .2 .6 ؉ֵ ׂ֔ۑ
T لܭ اܳٺۜި ل۰ ݬڰݠ ް݄૭૏ ketT اܳڰݯ؇ء ًأڎ ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا
ਲ਼ਦߖߵ و T لܭ اܳٺۜި ۰ਊಾر ް݄૭૏ ImT اܳڰݯ؇ء ًأڎ ዻዧᄔც ،(nullity(T )) ਲ਼ਦීෂ؇ً ਲ਼ਦߖߵ و

(rank(T )) ਲ਼ਦීෂ؇ً
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: 14 ڲ୹୴ؼ܊١
ڣ؆ن TA(X) = AX ً؇ܳگ؇༟ڎة اৎ৊أݠف = TA : Rn −→ Rm و A ∈ Mm,n(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

.ImT = colA و ,rankT = rankA

4 .2 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
۰༟ި݄௵௯௫ا ڣ؆ن V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ {v1, . . . vn} و ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

.ImT اܳڰݯ؇ء ᄴᄟިّ {t(v1), . . . T (vn)}

5 .2 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
لఈఃت ይዧٺۜި اܳٴأڎ ۱ଫଊ݁ٷ۰

ڣ؆ن dimV = n Ⴄ၍ن و ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا
nullity(T ) + (rank(T ) = n.

أي
dimker(T ) + dimIm(T ) = n.

6 .2 .6 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ۊޚ٭؇. ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

ঌॻل ؇݁ u, v ∈ V ႟ၽܳ ොູگݑ إذا દઊ؇݁ٺٴ أو أ༡؇دي T أن َگިل .1
T (u) = T (v) ⇒ u = v.

.Im(T ) = W Ⴄ၍ن إذا ਵਦ؇༚ أو ނ؇݁ܭ T أن َگިل .2
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7 .2 .6 ١ֵ ֿ܊ۑ
ۊޚ٭؇. ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

.ker(T ) = {0} Ⴄ၍ن إذا أ༡؇دل؇ T لܭ اܳٺۜި لܝިن

8 .2 .6 ١ວמ༖໪
لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ dimV = dimW = n و ۊޚ٭؇ ఈఃل ިොູ T : V −→ W Ⴄ၍ن إذا

.ఈః݁؇ނ ఈఃل ިොູ T Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ و إذا أ༡؇دل؇ T لܭ اܳٺۜި

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 3 .6
ااڤۻոدس اڤץոب ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
A =

 1 2 0 1
−2 −4 1 −1
1 2 1 2

 ܳٺܝ݆
.A గጻዧݱڰިڢ۰ اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .1

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ل۰ ݬڰݠ أو༥ڎ .2
: 2 ਗ৻ۑ଄૵

(أو༥ڎ .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 و A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب

.PB = AP ොູگݑ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰
: 3 ਗ৻ۑ଄૵

(أو༥ڎ .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ N =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 و M =

2 −1
2 −1

2
0 1

2
1
2

1 −1
2

1
2

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب
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.PM = NP ොູگݑ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰
: 4 ਗ৻ۑ଄૵

.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ ଫଃ༚ B =

3 1 2
2 0 1
1 0 0

 و A =

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب .1

.B =

 7 −8 4
3 −3 2
−3 4 −1

 و A =

 29 38 −18
−11 −14 7
20 27 −12

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب .2
(.(B−I)2 و (A−I)2 (اۋފص .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ ྘ܳފب وܳـܝ݆ ا௱௯௫ڎد وَڰݴ ۰ਊಾීෂا َڰݴ ؇݄ୖ୒

.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ

0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 و

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا ۱ܭ .3

: 5 ਗ৻ۑ଄૵
.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 و A = 1
2

5 1 ?
2 1 ?
1 0 0

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب

: 6 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۰ਊಾر أو༥ڎ

A =

1 2 −4 −2 −1
0 −2 4 2 0
1 1 −2 −1 1


B =


0 −1 2 −2
−7 −7 2 −8
0 4 −6 6
2 −2 0 −2



C =


1 7 2 5
−2 1 1 5
−1 2 1 4
1 4 1 2



D =

 1 4 −1 2 4
2 0 −3 −1 7
−2 3 2 1 4


E =


1 −1 0 1
m 1 −1 −1
1 −m 1 0
1 −1 m 2


F =

 1 5
−1 4
3 −1 5


G =

 2 4 −5 −7
−1 3 1 2
1 a −2 b


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: 7 ਗ৻ۑ଄૵

.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =

(
a 0
0 b

)
و A =

(
a 0
1 b

)
ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب .A ̸= b ܳ٭ܝ݆

: 8 ਗ৻ۑ଄૵
.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =

(
a 0
2 b

)
و A =

(
a 0
1 b

)
ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب

: 9 ਗ৻ۑ଄૵
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

A =

 1
2 −5

2 −5
2

−5 −2 −5
5
2

5
2

11
2

 ,

واৎ৊ٺ۳۠؇ت

u =

 1
2
1
−1

2

 , v =

−1
2
0
1
2

 , w =

−1
2

−1
3
2

 .

أن أཿྟب .1
.R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ (f1, f2, f3)

.n ∈ N ႟ၽܳ An واݿྥٷٺھ (f1, f2, f3) ا৙৑ݿ؇س ሒᇭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ .2
: 10 ਗ৻ۑ଄૵

(أو༥ڎ .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 و A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب

.PB = AP ොູگݑ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰
: 11 ਗ৻ۑ଄૵

(أو༥ڎ .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ N =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 و M =

2 −1
2 −1

2
0 1

2
1
2

1 −1
2

1
2

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب
.PM = NP ොູگݑ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰

: 12 ਗ৻ۑ଄૵
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.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ ଫଃ༚ B =

3 1 2
2 0 1
1 0 0

 و A =

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب .1

.B =

 7 −8 4
3 −3 2
−3 4 −1

 و A =

 29 38 −18
−11 −14 7
20 27 −12

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب .2
(.(B−I)2 و (A−I)2 (اۋފص .ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ ྘ܳފب وܳـܝ݆ ا௱௯௫ڎد وَڰݴ ۰ਊಾීෂا َڰݴ ؇݄ୖ୒

.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ

0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 و

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا ۱ܭ .3

: 13 ਗ৻ۑ଄૵
.ඔ൹ٺዛኞ؇݁ྥލ B =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 و A = 1
2

5 1 ?
2 1 ?
1 0 0

 ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا أن أཿྟب

: 14 ਗ৻ۑ଄૵
R3 ይዧڰݯ؇ء S اৎ৊أٺ؇د ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ݱڰިڣٺ۬ واᄳᄟي اࠍ੅ޚ޶ لܭ اܳٺۜި T : R3 −→ R3 ܳ٭ܝ݆

ሒሃ

[T]S =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3


ሒᇿ؇اܳٺ B ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ [T]B اࠍ੅ޚ޶ لܭ اܳٺۜި ݁ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ

B = {u1 = (1, 1, 1), u2 = (2, 3, 3), u3 = (1, 3, 4)}.

: 15 ਗ৻ۑ଄૵
ොຬگݑ: اᄳᄟي اࠍ੅ޚ޶ لܭ اܳٺۜި T : R3 −→ P2 ܳ٭ܝ݆

T (1, 0, 0) = 1 +X2, T (0, 1, 0) = 2 + 3X2, T (0, 0, 1) = −X2.

.(a, b, c) ∈ R3 ႟ၽܳ ،T (a, b, c) أو༥ڎ .1
.ImT و kerT ඔ൹اܳڰݯ؇ف ݆݁ ႟ၽܳ أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2

: 16 ਗ৻ۑ଄૵
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.A =


1 0 1 2 1
−2 1 −3 −3 2
0 2 −2 2 −1
1 −3 4 −1 1

 ܳٺܝ݆

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ل۰ ݬڰݠ و ۰ਊಾر أو༥ڎ .1
.A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2

: 17 ਗ৻ۑ଄૵
ඔ൹ݿ؇ݿ৙৑ا و V = R3 اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆

B = {v1 = (1, 1,−1), v2 = (1, 1, 0), v3 = (1, 0, 1)}
و

.C = {u1 = (1, 0, 1), u2 = (4, 2,−1), u3 = (1, 2, 0)}
(B ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ u1 ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت ሒሃ [u1]B) .[u3]B ,[u2]B ,[u1]B أو༥ڎ .1

.B ا৙৑ݿ؇س ሌᇿإ C ا৙৑ݿ؇س ݆݁ اਐ಻৕৑گ؇ل ݁ݱڰިڣ۰ BPC إۋފص .2
.v و [v]B ݆݁ ఈ႙၍ ڣ؊و༥ڎ [v]C =

 5
−2
1

 Ⴄ၍ن إذا .3
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7 ոּب
وا۰ॆू׫ؠ܋ոر اिऻڵચੴة واिऻ׫ո٤ّت اڤؠ߈ߣ

اिऻڵચੴة واिऻ׫ո٤ّت اڤؠ߈ߣ 1 .7
1 .1 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ

గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ ሒሃ λ أن َگިل .λ ∈ R Ⴄ၍ن و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا
۬༶݁ٺ X ް݄૭૏ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ و AX = λX ොຳ٭ت X ̸= 0 و X ∈ Rn و༥ڎ إذا A

.λ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧگ٭۰݄ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଩ଃᆙᆘ

2 .1 .7 ١ֵ ֿ܊ۑ
وᎂذا ৖৑إ A గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ λ ڣ؆ن .λ ∈ R و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

.|λI −A| = 0 Ⴄ၍ن

85
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3 .1 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ڣ؆ن ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ا଩ଃ݄ৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة ް݄૭૏ |λI −A| = 0

: 1 ڲ׭ոل
اܳٺ؇ܳ٭۰ గጻዧݱڰިڣ؇ت ا଩ଃ݄ৎ৊ة اܳگࡗࡲ أو༥ڎ

.A =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 ,A =

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 ,A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1


ا۰ॆू׫ؠ܋ոر 2 .7

1 .2 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ
A ∈ Mn(R) ݁ݱڰިڣ۰ أن َگިل

݁أܝިس ؇ୖ୒ P ∈ Mn(R) ݁ݱڰިڣ۰ و༥ڎت إذا (diagonalizable) ఇዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ
ل۰. ڢޚݠ P−1AP اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن ොຳ٭ت

2 .2 .7 ١ֵ ֿ܊ۑ
଩ଃᆙᆘ ۬༶݁ٺ n ؇ୖ୒ Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ وᎂذا ৖৑إ ఇዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ A ∈ Mn(R) ݁ݱڰިڣ۰ ّܝިن

.Rn ܳــ أݿ؇ݿ؇ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۱ڍه ႟ၽ૰૜ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭو ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ

: 2 ڲ׭ոل
ّܝިن ොຳ٭ت ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ∈ Mn(R) أو༥ڎ و ఇዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت أن أཿྟب

.A15 أو༥ڎ ቕ቉ ل۰ ڢޚݠ P−1AP اৎ৊ݱڰިڣ۰
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.A =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 ,A =

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 ,A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1


3 .2 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ

َأݠف ،A గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ λ و A ∈ Mn(R) ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
Eλ = {X ∈ Rn; AX = λX}

.λ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧگ٭۰݄ ଩ଃ݄ৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏و

: 15 ڲ୹୴ؼ܊١
ڣݯ؇ء Eλ = {X ∈ Rn; AX = λX} ڣ؆ن ،A ∈ Mn(R) ৎ৊ݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ λ ೑಻Ⴄ၍ إذا

.Rn ݆݁ ሒᆶඹජ

4 .2 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ا଩ଃ݄ৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة ೑಻Ⴄ၍ و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

qA(λ) = (λ− λ1)
mQ(λ)

ይዧگ٭۰݄ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺأڎد ް݄૭૏ و m ّأڎد ؇ୖ୒ λ1 ا଩ଃ݄ৎ৊ة اܳگ٭۰݄ أن ڣٷگިل Q(λ1) ̸= 0 ොຳ٭ت
اܳٺأڎد ڣ྘ފ݄ް Eλ1 = {X ∈ Rn; AX = λ1X} ଩ଃ݄ৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ًأڎ أ݁؇ λ1 ا଩ଃ݄ৎ৊ة

.λ1 ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧگ٭۰݄ ๴ངୖٷڎ୒ا
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5 .2 .7 ١ֵ ֿ܊ۑ
ا଩ଃ݄ৎ৊ة اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة ೑಻Ⴄ၍ و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

qA(λ) = C(λ− λ1)
m1 . . . (λ− λp)

mp

଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ ႟ၽܳ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺأڎد ૭૏؇وي ๴ངୖٷڎ୒ا اܳٺأڎد Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ ఇዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ A ڣ؆ن
గጻዧݱڰިڣ۰.

༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ : 16 ڲ୹୴ؼ܊١
ఇዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ A ڣ؆ن ෛ੼ٺܹڰ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢ٭۰݄ n ؇ୖ୒ و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا

ਗ৻رոࠗا߫ࠉ 3 .7
ֆּոااڤۻ اڤץոب ਗ৻رո଄૵

: 1 ਗ৻ۑ଄૵
P−1AP اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن ොຳ٭ت P اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ و اܳٺ؇ܳ٭۰ గጻዧݱڰިڣ؇ت ا৕৑ݿٺگޚ؇ر ڢ؇ًܹ٭۰ اොຳت

ل۰. ڢޚݠ

A =

(
5 4
−4 −3

)
A =

(
−10 −6
18 11

)
A =

 5 0 4
2 1 5
−4 0 −3


A =

 1 0 0
−1 1 −1
1 0 2


A =


5 −3 0 9
0 3 1 −2
0 0 2 0
0 0 0 2



A =

 2 2 −1
1 3 −1
−1 −2 2


A =

 7 4 16
2 5 8
−2 −2 −5


A =


2 −1 0 1

2
0 1 0 1

2
−1 1 1 −1
1 −1 1 3


A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1


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A =


−1 0 0 2
0 −1 2 0
2 −2 3 −2
−2 0 0 3



A =


0 2 3 0
0 0 1 0
0 0 0 2
0 0 0 0



A =


1 1 3 −1 1
2 0 −1 0 −2
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 −1 2



: 2 ਗ৻ۑ଄૵
గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢࡗࡲ ሒሃ −1 و 1 أن أཿྟب .1

A =

m+ 1 m+ 1 1
−m −m −1
m m− 1 0

 .

ا଩ଃ݄ৎ৊ة اܳگࡗࡲ ݆݁ ႟ၽܳ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺأڎد أو༥ڎ .2
.−1 و 1

ොຳ٭ت m ڢࡗࡲ اݿྥٷٺھ و E1 = {X ∈ R3; AX = X} ଩ଃ݄ৎ৊ا ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .3
ఈዳዧݿٺگޚ؇ر. ᄭᄥً؇ڢ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن

D = ۋ٭ت ل۰ ڢޚݠ D و݁ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ m = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا أ) .4
.P−1AP

.A1437 اۋފص m = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا ب)
: 3 ਗ৻ۑ଄૵

اৎ৊ݱڰިڢ۰ أن أཿྟب

A =


1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 −1 3
0 0 0 −2


.n ∈ N ႟ၽܳ An أو༥ڎ و ఇዳዧݿٺگޚ؇ر ᄭᄥً؇ڢ

: 4 ਗ৻ۑ଄૵
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గጻዧݱڰިڣ۰ ଩ଃᆙᆘة ڢࡗࡲ ሒሃ 2 و (−1) أن أཿྟب .1

A =

8 −15 9
9 −16 9
9 −15 8

 .

ا଩ଃ݄ৎ৊ة ይዧڰݯ؇ءات أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ .2
E2 = {X ∈ R3; AX = 2X} و E−1 = {X ∈ R3; AX = −X}
.D = P−1AP ۋ٭ت ل۰ ڢޚݠ D و݁ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ؇ୖ୒ P ݁ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ أ) .3

.A9 اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ ب)


