
جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

الخطیة المعادلات أنظمة

بلال المنجي د.

سعود الملك جامعة

2018 فیفري 3

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

المحتویات

جوردن جاوس و جاوس طریقة 1

المتجانسة الخطیة الأنظمة 2

كرامر قاعدة 3

االثالث الباب تمارین إصلاح 4

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

الخطیة للأنظمة مدخل

التالیة: المسألة بطرح لنبدأ
التالیة: المعطیات لنا كانت إذا الإبن عمر و الأب عمر معرفة نرید

عمر ضعف أخذنا إذا و ،5 نجد الأب عمر منھا طرحنا و الإبن عمر أضعاف أربعة أخذنا إذا
.3 نجد الإبن عمر أضعاف سبع منھا طرحنا و الأب

التالیتین: المعدلتین نجد y ھو الأب عمر و x ھو الأبن عمر كان إذا }الجواب
4x − y = 5
−7x + 2y = 3

المجاھیل. تسمى x, y و خطي، نظام تسمى المعادلتین ھاتین
النظام: ھذا لحل طریقتین سنعطي
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الأولى الطریقة

المعادلة مع المعادلة ھذه بجمع و 8x− 2y = 10 التالیة: المعادلة مع متكافئة الأولى المعلة
.y = 47 أن نجد معادلة أي في x قیمة بتعویض و x = 13 أن نجد الثانیة
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الثانیة الطریقة

التالیة الكتابة مع متكافئ السابق الخطي )النظام
4 −1
−7 2

)(
x
y

)
=

(
5
3

)
.

متكافئ الخطي النظام فإن B =

(
5
3

)
و X =

(
x
y

)
,A =

(
4 −1
−7 2

)
كانت إذا

.AX = B ⇐⇒ X = A−1B مع

.X =

(
13
47

)
و A−1 =

(
2 1
7 4

)
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جوردن جاوس و جاوس طریقة

تعریف
x1, . . . , xn كانت إذا و (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n) حقیقیة أعدادا (aj,k) كانت إذا
یلي كما خطیة معادلات نظام كتابة یمكن حقیقیة. أعدادا b1, . . . , bn كانت إذا و مجاھیل

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2

...
... . . . +

... +
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm.

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

مع AX = B یلي: كما مصفوفات صیغة في الخطي النظام ھذا كتابة یمكن و

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
...

...
am,1 am,2 · · · am,n

 , B =


b1
b2
...

bm

 , X =


x1
x2
...

xn

 .

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

مثال

عن نبحث و C =

(
0 1 2
1 2 3

)
المصفوفة و A =

(
1 −1
1 −2

)
المصفوفة لتكن

.AB = C بحیث (2, 3) درجة من مصفوفة

التالي: الخطي النظام على نتحصل B =

(
x y z
t u v

)
كانت إذا

x − t = 0
x − 2t = 1
y − u = 1
y − 2u = 2
z − v = 2
z − 2v = 3

إذًا
x = t = −1, y = 0, u = −1, z = 1, v = −1.

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

تعریف
الحلول. مجموعة نفس لھا كان إذا متكافئان الخطیة المعادلات من نظامین أن نقول 1

لھ یكن لم إذا متسق غیر أنھ نقول و حل لھ كان إذا متآلفا أو متسقا خطي نظام أن نقول 2

حل.
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جاوس طریقة
[A|B] مصفوفة على نحصل و B المصفوفة باضافة ذلك و A المصفوفة بتوسیع سنقوم

الموسعة المصفوفة وتسمى
و صفیة درجیة صیغة على [A|B] الموسعة المصفوفة بوضع سنقوم الخطي النظام لحل
طریقة تسمى الطریقة ھذه و الأول الخطي للنظام مكافئ مثلثي خطي نظام على نحصل

الخطي. النظام لحل جاوس

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

جوردن جاوس طریقة
الصفیة الدرجیة الصیغة على [A|B] الموسعة المصفوفة بوضع سنقوم الخطي النظام لحل
طریقة تسمى الطریقة ھذه و الأول الخطي للنظام مكافئ خطي نظام على نحصل و المختزلة

الخطي. النظام لحل جوردن جاوس
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المتجانسة الخطیة الأنظمة

تعریف
.B = 0 كان إذا متجانس AX = B خطي نظام أن نقول

ملاحظات
النظام. لھذا حل ھو التافھ الحل لأن متسق متجانس خطي نظام كل 1

ھو X1 + λX2 فإن AX = 0 المتجانس الخطي للنظام حلان X2 و X1 كان إذا 2

.λ ∈ R لكل الخطي للنظام حل
لا ما عدد لھ النظام فإن صفري غیر حل AX = 0 المتجانس الخطي للنظام كان إذا 3

الحلول. من نھائي
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مبرھنة
على سیكون الخطي للنظام X حل كل إذا X0 حل AX = B الخطي للنظام كان إذا

.AX = 0 المتجانس للنظام حل X1 حیث X = X0 + X1 الصیغة
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كرامر قاعدة

مبرھنة
الخطي للنظام الوحید الحل إذا معكوس ولھا n الدرجة من مربعة مصفوفة A كانت إذا

ھو AX = B

x1 =
detA1

detA , . . . , xn =
detAn
detA .

بوضع A المصفوفة من علیھا نتحصل التي المصفوفة ھي Aj المصفوفة ھي Aj حیث
Cj العمود عن عوضا B العمود
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مثال

التالي النظام تحقق التي x, y, z لحساب كرامر قاعدة استخدم


3x − 2z = 2

−2x + 3y − 2z = 3
−5x + 4y − z = 1

,

∣∣∣∣∣∣
2 0 −2
3 3 −2
1 4 −1

∣∣∣∣∣∣ = −8 = x ,

∣∣∣∣∣∣
3 0 −2
−2 3 −2
−5 4 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1

.

∣∣∣∣∣∣
3 0 2
−2 3 3
−5 4 1

∣∣∣∣∣∣ = −13 = z ,

∣∣∣∣∣∣
3 2 −2
−2 3 −2
−5 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −13 = y
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تمارین

التالیة الخطیة الأنظمة حلول أوجد 1
x + 2y − z = −4
−x + y = −2
y − z = −4

.α ∈ R ;


x + 2y − z + t = 1
3x − y + 5z − t = 2
5x + 3y + 3z + t = α

2


−2y + 3z = 0

2x − 4y + 2z = 1
−x − 2y + 5z = 0

x − 2y = 1

, 3
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−2y + 3z = 0

2x − 4y + 2z = 0
−x − 2y + 5z = 0

x − 2y − z = 1

4

{
x + y − z + t = 0

z − 2t = 0
5


6x + 3y − z = 2

−4x + y − 6z = 0
x + 2y − 5z = −1

, 6
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y + 3z − 2t = 0

2x + y − 4z + 3t = 0
2x + 3y + 2z − t = 1

, 7


x + my + (m − 1)z = m + 1

3x + 2y + mz = 3
(m − 1)x + my + (m + 1)z = m − 1

8


x + 2y + z = 1

2x + (a + 3)y + 3z = 3
x + (−a + 3)y + (a − 2)z = 0

9
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جوردن جاوس طریقة بالستعمال التالیة الخطیة الأنظمة حلول أوجد
x + y + 2z = 8
−x − 2y + z = 1
3x − 7y + 4z = 10

1


x − y + 2z − w = −1

2x + y − 2z − 2w = −2
−x + 2y − 4z + w = 1

3x − 3w = −3

2


2x + 2y + 2z = 0
−2x + 5y + 2z = 0
−7x + 7y + z = 0

3
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2x − 3y = −2
2x + y = 1
3x + 2y = 1

4


3x + 2y − z = −15
5x + 3y + 2z = 0
3x + y + 3z = 11
11x + 7y = −30

5


4x − 8y = 12
3x − 6y = 9
−2x + 4y = −6

6

7
x + y + 2z + t = 11
x + 2y + z + t = 9
x + y + z + 2t = 6
2x + y + z + t = 14
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متسق. التالي النظام یكون حتى c و ,b ,a بین علاقة أوجد 1
x + y + 2z = a

x + z = b
2x + y + 3z = c

للمصفوفة الصیة الدرجیة الصیغة فإن ,ad − bc ̸= 0 كان إذا أنھ أثبت 2(
1 0
0 1

)
. ھي

(
a b
c d

)

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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الخطي للنظام حلا (1,−1, 2) یكون أجلھا من التي a,b, c من كل عین 1
ax + by − 3z = −3
−2x − by + z = −1
ax + 3y − cz = −1

.

.(1) الفقرة في الخطي للنظام وحیدا حلا ھو (1,−1,2) أن أثبت 2

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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.B =

a
b
c

 و A =

1 2 3
2 3 4
3 4 5

 المصفوفة لتكن

.b − a = c − b كان وإذا إلا متسق AX = B الخطي النظام أن أثبت

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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ھي النظام لھذا الموسعة المصفوفة 1 1 2 −1
−1 1 0
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
−4
−2
−4


المصفوفة 1و 2 −1

0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−4
−4
3


لھ النظام جاوس، طریقة باستعمال إذا المصفوفة. لھذه صفیة درجیة صیغة ھي

x = 1, y = −1, z = 3. وھو وحید حل
ھي المصفوفة لھذه المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة 1و 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
−1
3

 .
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x = 1, y = −1, z = 3. وھو وحید حل لھ النظام جوردن، جاوس طریقة باستعمال إذا

21 2 −1 1
0 1 −8

7
4
7

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
1
7

m − 4


المصفوفة. لھذه صفیة درجیة صیغة ھي

غیر عدد لھ النظام m = 4 كان إذا و متسق. غیر النظام m ̸= 4 كان إذا
الحلول. من منتھ

{(5
7
− 9

7
z + 1

7
t, 1
7
+

8

7
z − 4

7
t, z, t) ∈ R4}.
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 1 1 2
−1 −2 1
3 −7 4

∣∣∣∣∣∣
8
1
10

 ھي: للنظام الموسعة المصفوقة 3

الصفیة: الدرجیة 1الصیغة 1 2
0 −1 3
0 −10 −2

∣∣∣∣∣∣
8
9

−14

 −3R1,3 ,1R1,21 1 2
0 1 −3
0 0 −32

∣∣∣∣∣∣
8
−9

−104

 :10R2,3 ,−R2
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0 1 −3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
8
−9
13
4

 :− 1
32r31 0 5

0 1 −3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
17
−9
13
4

 :(−1)R2,1

.

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3
4
3
4
13
4

 :3R3,2, (−5)R3,1

.z = 13

4
,y =

3

4
,x =

3

4
ھو الحل

.


1 −1 2 −1
2 1 −2 −2
−1 2 −4 1
3 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
−2
1
3

 ھي: للنظام الموسعة المصفوقة 4
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الصفیة: الدرجیة الصیغة
1 −1 2 −1
0 3 −6 0
0 1 −2 0
0 3 −6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :(−3)R1,4 ,1R1,3 ,(−2)R1,2


1 −1 2 −1
0 1 −2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :(−3)R2,4 ,(−3)R2,3 ,R2,3


1 0 0 −1
0 1 −2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
0
0
0

 :1R2,1
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.t = u ,z = s ,y = 2s ,x = u − 1 ھو الحل
.z = 7t ,y = −4t ,x = −3t ھو الحل 5

متسق. غیر النظام 6

.z = 7 ,y = 2 ,x = −4 7

.y = t ,x = 3 + 2t 8

.

1 1 2
1 0 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣
a
b
c

 ھي: للنظام الموسعة المصفوقة 9

:(−2)R1,3 ,(−1)R1,2 الصفیة: الدرجیة الصیغة

.

1 1 2
0 −1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
a

b − a
c − 2a


.

1 1 2
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a

a − b
c − a − b

 :1R2,3 ,(−1)R2

.−a − b + c = 0 كان إذا إلا متسقا النظام یكون لا إذا
الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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و b = −1 ,a = 2 كان إذا و إلا الخطي للنظام حل ھو (1,−1, 2) 1

.c = 0

الخطي النظام مصفوفة أن بما 2
2x − y − 3z = −3
−2x + y + z = −1
2x + 3y = −1

وحید. حل لھ الخطي النظام إذا معكوس لھا
(16 یساوي المصفوفة (محدد

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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.|A| = 2 و B = adj(A) =

 4 6 −2
−1 0 1
−2 −2 2

 J

.A−1 = 1
2B J

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.



جوردن جاوس و جاوس طریقة
المتجانسة الخطیة الأنظمة
كرامر قاعدة
االثالث الباب تمارین إصلاح

A − B =

−1 1 2
−2 2 2
4 −2 −4


.A(A − B) = 2I3
.A−1 = 1

2(A − B)

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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الموسعة المصفوفة


1 1 2 1
1 2 1 1
1 1 1 2
2 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
11
9
6
14

 −→


1 1 2 1
0 1 −1 0
0 0 −1 1
0 −1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
11
−2
−5
−8

 −→


1 1 2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
1
3
−2


.x = 6, y = 1, z = 3, t = −2 إذا

الخطیة المعادلات أنظمة بلال المنجي د.
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