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المتجھات فضاء تعریف

تعریف
یلي: ما تحقق كانت إذا R على متجھات فضاء ھي E مجموعة أن نقول

.u + v ∈ E فإن u, v ∈ E كان إذا الجمع) لعملیة الإغلاق (خاصیة 1

فإن u, v,w ∈ E كان إذا الجمع) لعملیة التجمیعیة (الخاصیة 2

.u + (v + w) = (u + v) + w
بحیث الجمعي) المحاید (یسمى 0 ∈ E عنصر یوجد الجمعي) المحاید (خاصیة 3

.u + 0 = 0 + u = u∀u ∈ E
یحقق و الجمعي u نظیر ویسمى −u بالرمز لھ یرمز عنصر یوجد u ∈ E لكل 4

.u + (−u) = (−u) + u = 0

.u + v = v + u فإن u, v ∈ E كان إذا للجمع) الإبدالیة (الخاصیة 5
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.αu ∈ E فإن α ∈ R و u ∈ E كان إذا بعدد) الضرب لعملیة الإغلاق (خاصیة 1

.α(u + v) = αu + αv فإن α ∈ R و u, v ∈ E كان إذا 2

.(α+ β)u = αu + βu فإن α, β ∈ R و u ∈ E كان إذا 3

.(α.β)u = α(βu) فإن α, β ∈ R و u ∈ E كان إذا 4

.1.u = u فإن u ∈ E كان إذا 5
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أمثلة
متجھات. فضاء Rn

1

متجھات. فضاء ھو {(x, y, 2x + 3y); x, y ∈ R} المجموعة 2

متجھات. فضاء ھو P = R[X] الحدود كثیرات مجموعة 3

فضاء ھو Pn = Rn[X] ,n یساوي أو أقل بدرجة الحدود كثیرات مجموعة كذلك
متجھات.
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الجزئیة الفضاءات

تعریف
V من جزئي فضاء ھي F أن نقول .V من جزئیة مجموعة F و متجھات فضاء V لیكن

.V على العملیات بنفس وذلك متجھات فضاء ھو F كان إذا
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مبرھنة
.V من جزئیة مجموعة F و متجھات فضاء V لیكن
التالیة الشروط تحققت إذا V من جزئي فضاء ھي F

0 ∈ F 1

u + v ∈ F فإن ,u, v ∈ F كان إذا 2

.αu ∈ F فإن α ∈ R ,u ∈ F كان إذا 3
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أمثلة

من جزئي فضاء ھي F .F = {
(

a b
0 2a − b

)
; a, b ∈ R} لیكن 1

.V = M2(R)
ھي F .F = {X ∈ Rn; AX = 0} لیكن و مصفوفة A ∈ Mm,n(R) لتكن 2

.(AX = 0 المتجانس النظام حلول مجموعة ھو F) .V = Rn من جزئي فضاء
.R2 من جزئیا فضاءا لیست F = {(x, x + 1); x ∈ R} المجموعة 3
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مثال

Mn إن حیث ,Mn من جزئیا فضاءا تشكل W = {A ∈ Mn/ A = 2AT} المجموعة
.n الدرجة من المربعة المصفوفات فضاء ھو

λ ∈ R و A,B ∈ W كانت إذا الحل

2(A + B)T = 2AT + 2BT = A + B

و
2(λA)T = 2λAT = λA.

جزئي. فضاء ھو W إذا
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مثال

(1, 0, 0) ∈ E لأن جزئیا فضاءا لیست E = {(x, y, z) ∈ R3; xy = 0} المجموعة
.(1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) ̸∈ E ولكن (0, 1, 0) ∈ E و
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تعریف
أن نقول المتجھات. من مجموعة v1, . . . , vn ∈ V لتكن و متجھات فضاء V لیكن

بحیث α1, . . . , αn ∈ R وجد إذا v1, . . . , vn للمتجھات خطي تركیب ھو w ∈ V

w = α1v1 + . . .+ αnvn.

مثال
للمتجھات خطي تركیب ھو (4, 1, 1) المتجھ
لأن (0,−1, 1) ,(2,−1, 3),(1, 0, 2)

(4, 1, 1) = −2(1, 0, 2) + 3(2,−1, 3)− 4(0,−1, 1).
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مبرھنة

.(n, 1) الدرجة من مصفوفة X =

x1
...

xn

 لتكن و (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

فإن A المصفوفة أعمدة ھي C1, . . . ,Cn كانت إذا

AX = x1C1 + . . .+ xnCn.

نتیجة
إذا إلا متسقا AX = B الخطي النظام یكون عندئذ .(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

.A المصفوفة لأعمدة خطیا تركیبا B كان
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تعریف
.V متجھ فضاء في المتجھات من مجموعة S = {v1, . . . , vn} لتكن
.S لعناصر خطیا تركیبا V من عنصر كل كان إذا V تولد S أن نقول

مبرھنة
و (n, k) الدرجة من مصفوفة A لتكن و S = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn لتكن

أعمدتھا. C1, . . . ,Ck
.B ∈ Rn لكل متسقا AX = B النظام كان إذا إلا Rn الفضاء تولد S المجموعة عندئذ
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مبرھنة
عندئذ ،V متجھ فضاء في المتجھات من مجموعة S = {v1, . . . , vn} لتكن

.V من جزئیا فضاءا تشكل S لمتجھات W الخطیة التركیبات جمیع مجموعة 1

.S على یحتوي جزئي فضاء أصغر ھو W 2

.Vect(S) أو ⟨S⟩ بھ نرمز و S بالمجموعة المولد الفضاء الفضاء، ھذا یسمى
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مثال

.e2 = (1,−2, 3,−4) و e1 = (1, 2, 3, 4) التالیة المتجھات R4 في لیكن
بالمتجھات المولد الفضاء من عنصرا (x, 1, y, 1) المتجھ یكون حتى y و x یوجد ھل

,e1؟ e2
بالمتجھات المولد الفضاء من عنصرا (x, 1, 1, y) المتجھ یكون حتى y و x یوجد ھل و

,e1؟ e2
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الحل

متسقا AX = B الخطي النظام یكون أن یجب (x, 1, y, 1) ∈ ⟨e1, e2⟩ یكون حتى

الثانیة المعادلتین لأن متسقا لیس النظام ولكن .B =


x
1
y
1

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4

 مع

والرابعة
الوقت. نفس في صائبتین تكونا أن یمكن لا (2a − 2b = 1, 4a − 4b = 1)
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مع متسقا AX = B الخطي النظام یكون أن یجب (x, 1, 1, y) ∈ ⟨e1, e23⟩ یكون حتى

.B =


x
1
1
y

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


.y = 2 و x = 1

3 الحالة ھذه في و وحید. حل لھ النظام وھذا

المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

F لیكن و

 2
3
−1

 ,

 1
−1
−2

 التالیة: بالمتجھات المولد R3 من الجزئي الفضاء E لیكن

.

3
7
0

 ,

 5
0
−7

 التالیة: بالمتجھات المولد R3 من الجزئي الفضاء

متساویان. F و E الفضائین
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الحل

التالي الخطي النظام یحقق أن بد لا E الفضاء في (a, b, c) المتجھ یكن حتى
2x + y = a
3x − y = b
−x − 2y = c

التالي النظام مع متكافئ النظان ھذا و
x + 2y = −c
−3y = a + 2c
−7y = b + 3c

.

.7a − 3b + 5c = 0 كان إذا و إلا متسقا یكون النظام ھذا
المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

.F ⊂ E إذا المعادلة. ھذه تحقق

 2
3
−1

 ,

 1
−1
−2

 المتجھات إحداثیات أن نلاحظ و

أن یثبت ھذا و F في موجودة

 2
3
−1

 ,

 1
−1
−2

 المتجھات أن نثبت الطریقة بنفس و

.E = F
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مثال

الجزئي الفضاء في موجودا v = (−2, x, y, 5) المتجھ یكون حتى x, y ∈ R یوجد ھل
.v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) التالیة: بالمتجھات المولد R4 من

الحل
بالمتجھات R4المولد من الجزئي الفضاء في موجودا v = (−2, x, y, 5) المتجھ یكون حتى
التالي الخطي النظام یكون أن بد لا .v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) التالیة:

.B =


−2
x
y
5

 و A =


1 −1
−1 2
1 3
2 1

 مع AX = B متسق
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.y = 10 و x = 5 إذا .3 = x − 2 = y+2
4 كان إذا و إلا متسق النظام ھذا و
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تعریف
كان إذا إلا خطیا مستقلة ھي V فضاء في v1, . . . , vn المتجھات من مجموعة أن نقول

الصفري. الحل ھو a1v1 + . . . ,+anvn = 0 للمعادلة الوحید الحل

مثال
.R3 في خطیا مستقلة w = (3, 0, 2) v = (1,−1, 2), ,u = (1, 1,−2)

.xu + yv + zw = (0, 0, 0) ⇐⇒


x + y + 3z = 0

x − y = 0
−2x + 2y + 2z = 0

التافھ. الحل وھو وحید حل لھ النظام ھذا

.−4 ھو المصفوفة ھذه محدد و

 1 1 3
1 −1 0
−2 2 2

 ھي النظام ھذا مصفوفة
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تعریف
لیست كانت إذا خطیا مرتبطة ھي V متجھات فضاء في v1, . . . , vn متجھات أن نقول

خطیا. مستقلة

مثال
في خطیا مرتبطة w = (3, 2, 2,−1) v = (1, 0, 2,−1), ,u = (0, 1,−2, 1)

.R4

.xu + yv + zw = (0, 0, 0, 0) ⇐⇒


y + 3z = 0
x + 2z = 0

−2x + 2y + 2z = 0
x − y − z = 0

الحلول. من نھائي لا عدد لھ النظام ھذا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

لھذه الصفیة الدرجیة الصیغة و


0 1 3
1 0 2
−2 2 2
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ھي النظام لھذا الموسعة المصفوفة

.


1 0 2
0 1 3
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ھي: المصفوفة
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الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
حیث V متجھات فضاء في المتجھات من مجموعة S = {v1, . . . , vn} كانت إذا

المتجھات. لبقیة خطیا تركیبا متجھاتھا أحد كان إذا وفقط إذا خطیا مرتبطة S عندئذ .n ≥ 2

مبرھنة
أعمدتھا و (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm لتكن
لھ AX = 0 المتجانس النظام كان إذا وفقط إذا خطیا مستقلة S تكون عندئذ .S متجھات

التافھ. الحل ھو و وحید حل
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الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

أمثلة
من منتھ غیر عدد یوجد فإنھ m < n و (m,n) الدرجة من مصفوفة A كانت إذا 1

.AX = 0 للنظام الحلول
خطیا. مرتبطة S فإن m < n و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm كانت إذا 2

المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

والبعد الأساس

تعریف
.V متجھات فضاء في المتجھات من مجموعة S = {v1, . . . , vn} لتكن

التالیین: الشرطین حققت إذا V للفضاء أساس ھي S أن نقول

V تولد S 1

خطیا. مستقلة S 2

المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
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الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
كتركیب یكتب v فإن v ∈ V كان و V للفضاء أساسا S = {v1, . . . , vn} كانت إذا

وحیدة. بطریقة v1, . . . , vn للمتجھات خطي
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المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

ملاحظة
Rn الفضاء في المتجھات من التالیة المجموعة S = {e1, . . . , en} لتكن

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

للفضاء الطبیعي الأساس أو المعتاد الأساس یسمى و Rn للفضاء أساس ھي S المجموعة
.Rn

تمرین
.Pn المتجھات لفضاء أساسا S = {1,X, . . . ,Xn} أن أثبت
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الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
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الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

بحیث λ ∈ R قیم أوجد .v3 = (1, 1, λ) و v2 = (1, λ, 1) ,v1 = (λ, 1, 1) لیكن
?R3 للفضاء أساسا تكون {v1, v2, v3}

الحل
للمعادلة الوحید الحل كان إذا خطیا مستقلة {v1, v2, v3} المجموعة

xv1 + yv2 + zv3 = 0

.A =

λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

 معكوس: لھا التالیة المصفوفة أن مع متكافئ ھذا و التافھ الحل ھو

.λ ̸∈ {−2, 1} إذا
لكل متسق AX = B الخطي النظام لأن Rn للفضاء مولدة {v1, v2, v3} المجموعة

معكوس. لھا A المصفوفة لأن B ∈ Rn
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الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
من مجموعة T = {u1, . . . , um} و V للفضاء أساسا S = {v1, . . . , vn} لیكن

المتجھات.
خطیا. مرتبطة T فإن m > n كان إذا

نتیجة
فإن V للفضاء أساسا T = {u1, . . . , um} و S = {v1, . . . , vn} من كل كانت إذا

.m = n
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

تعریف
بعد یسمى S في n المتجھات عدد فإن V للفضاء أساسا S = {v1, . . . , vn} كان إذا

.dimV = n نكتب و V الفضاء

مبرھنة
من مجموعة S = {v1, . . . , vn} كانت إذا و n بعده و متجھات فضاء V كان إذا

عندئذ V الفضاء في المتجھات

.V للفضاء أساس S فإن خطیا مستقلة S كانت إذا 1

.V للفضاء أساس S فإن V تولد S كانت إذا 2
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
أساس على تحتوي S فإن V للفضاء مولدة مجموعة S = {v1, . . . , vn} كانت إذا

للفضاء
.V

ملاحظة
التالیتین الخوارزمیتین من كلا فإن مولدة مجموعة S = {v1, . . . , vm} ⊂ Rn كانت إذا

.S بالمجموعة المولد الجزئي للفضاء بأساس تزودنا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

1 خوارزمیة

S متجھات صفوفھا A مصفوفة كون 1

صفیة درجیة صیغة على A لوضع جوردن جاوس أو جاوس طریقة استخدم 2

.C لتكن و مختزلة صفیة درجیة صیغة أو
.⟨S⟩ الجزئي للفضاء أساس ھي صفریة الغیر C صفوف عندئذ 3
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

2 خوارزمیة

S متجھات أعمدتھا A مصفوفة كون 1

صفیة درجیة صیغة على A لوضع جوردن جاوس أو جاوس طریقة استخدم 2

.C لتكن و مختزلة صفیة درجیة صیغة أو
C في المتقدمة العناصر ذات الأعمدة من المكونة المتجھات مجموعة C1 لتكن 3

C1 لعناصر المقابلة A في الأعمدة من المكونة المتجھات مجموعة S1 ولتكن
.⟨S⟩ الجزئي للفضاء أساس S1 عندئذ
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
تحتوي S فإن V المتجھات لفضاء مولدة مجموعة S = {v1, . . . , vn} كانت إذا 1

.V للفضاء أساس على
فإنھ V متجھات فضاء في خطیا مستقلة مجموعة S = {v1, . . . , vn} كانت إذا 2

.S على یحتوي V للفضاء T أساس یوجد

المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال
التالیة: بالمتجھات المولد R5 من الجزئي الفضاء W لیكن

,v3 = (1, 2,−1, 2, 0) ,v2 = (2, 0, 4,−2, 4) ,v1 = (1, 0, 2,−1, 2)
.v4 = (1, 4,−4, 5,−2)

.{v1, v2, v3, v4} في محتوى W للفضاء أساسا أوجد 1

.{v1, v3} على یحتوي R5 للفضاء أساسا أوجد 2
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المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

ھي أعمدتھا والتي A =


1 2 1 1
0 0 2 4
2 4 −1 −4
−1 −2 2 5
2 4 0 −2

 المصفوفة لتكن 1

.v1, v2, v3, v4 المتجھات احداثیات
1 2 0 −1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ھي A للمصفوفة المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة

.W للفضاء أساس ھو {v1, v3} إذا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

.e3 = (0, 0, 1, 0, 0) ,e2 = (0, 1, 0, 0, 0) ,e1 = (1, 0, 0, 0, 0) كان إذا 2

.{v1, v3} على یحتوي و R5 للفضاء أساس ھو {v1, v3, e1, e2, e3} إذًا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

W = {(x, y, z, t) ∈ R4; 2x + y + z = 0, x − y + z = 0} لیكن

R4 من جزئي فضاء ھو W أن أثبت 1

.W للفضاء أساسا أوجد 2
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المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

مع AX = 0 المتجانس الخطي للنظام الحلول مجموع ھو W 1

من جزئي فضاء ھو W إذا .X =


x
y
z
t

 ,A =

(
2 1 1 0
1 −1 1 0

)
.R4
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والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

X ∈ W ⇐⇒
{
2x + y + z = 0
x − y + z = 0

⇐⇒
{

x = −2y
z = 3y 2

. ⇐⇒ X = y


−2
1
3
0

+ t


0
0
0
1



.W الجزئي للفضاء أساس ھو {


−2
1
3
0

 ,


0
0
0
1

} إذًا
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الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

.V = R3 الفضاء لیكن
لیست و مولدة T جزئیة مجموعة إعط و مولدة لیست و خطیة مستقلة S جزئیة مجموعة إعط

خطیة. مستقلة
الحل

.T = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)} Sو = {(1, 0, 0)} نأحذ أن یمكن
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الجزئیة الفضاءات
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الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الأساس وتغییر الإحداثیات

تعریف
حیث v ∈ V كان و V للفضاء أساسا S = {v1, . . . , vn} كانت إذا

v = x1v1 + . . . xnvn

نرمز و S للأساس بالنسبة v المتجھ إحداثیات تسمى (x1, . . . xn) فإن

[v]S =

x1
...

xn


.S للأساس بالنسبة v للمتجھ الإحداثي المتجھ یسمى و
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الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
كانت إذا و .V للفضاء أساسین C = {u1, . . . , un} و B = {v1, . . . , vn} كان إذا
لھا CPB المصفوفة عندئذ [v1]C, . . . , [vn]C أعمدتھا n الدرجة من مصفوفة CPB

و معكوس
[v]C = CPB[v]B

.v ∈ V لكل
.C الأساس إلى B الأساس من الإنتقال مصفوفة CPB المصفوفة تسمى
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تمرین

للفضاء أساسا B = {v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0,−2), v3 = (1, 1, 0)} لیكن
الأساس C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)} ولیكن R3

.R3 للفضاء المعتاد

.BPC و CPB من كلا أوجد 1

.[v]C =

 1
0
−1

 كان إذا [v]B أوجد 2
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الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
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تمرین

.BPC =

−2 2 −1
−1 1 −1
2 −1 1

 CPB =

0 1 1
1 0 1
1 −2 0

 1

.[v]B = BPC[v]C =

−1
0
1

 2
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مثال

w = (−2, 1,−2) و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) المتجھات ,R3 في أن أثبت
الأساس. ھذا في X = (x, y, z) المتجھ إحداثیات أوجد و أساسا تكون

الحل
w = و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) المتجھات أعمدتھا التي المصفوفة

.A =

1 −1 −2
0 −1 1
1 2 −2

 ھي (−2, 1,−2)

w = (−2, 1,−2) و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) فإن |A| = −3 أن بما
.R3 للفضاء أساسا تكون

.

a
b
c

 = A−1X =

 2y + z
−x+z

3−x+3y+z
3

 فإن X = au + bv + cw كان إذا

المتجھات فضاءات بلال المنجي د.



المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

.R3 للفضاء أساسا تمثل S = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (1, المتجھات{(1−,0 أن أثبت
الأساس. ھذا في .(0, 0, 1) و (1, 0, 1) ,(1, 0, 0) التالیة المتجھات إحداثیات أوجد

: الحل

.

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 0
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 3 ̸= 0

.R3 للفضاء أساسا تمثل S إذًا
.(1, 0, 0) = 1

3(1, 1, 1)−
1
3(−1, 1, 0) + 1

3(1, 0,−1)
.(13 ,−

1
3 ,

1
3) ھي S الأساس في إحداثیاتھ إذا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

.(0, 0, 1) = 1
3(1, 1, 1)−

1
3(−1, 1, 0)− 2

3(1, 0,−1)
.(13 ,−

1
3 ,−

2
3) ھي S الأساس في إحداثیاتھ إذا

.(1, 0, 1) = (1, 0, 0) + (0, 0, 1)
.(23 ,−

2
3 ,−

1
3) ھي S الأساس في إحداثیاتھ إذا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

تعریف
.(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

A للمصفوفة الصفي الفضاء ،A المصفوفة بصفوف المولد Rn من الجزئي الفضاء یسمى
.row(A) بالرمز لھ یرمز و

A للمصفوفة العمودي الفضاء ،A المصفوفة بأعمدة المولد Rm من الجزئي الفضاء یسمى
.col(A) بالرمز لھ یرمز و
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
A علیھامن نحصل التي المصفوفة ھي B كانت إذا .(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

.row(A) = row(B) فإن A المصفوفة صفوف على أولیة عملیات بإجراء

مبرھنة
فإن A للمصفوفة صفیة درجیة صیغة ھي B كانت و (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

خطیا. مستقلة B المصفوفة في صفریة الغیر الصفوف مجموعة
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

تعریف
.(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

بھ نرمز و المصفوفة رتبة A للمصفوفة الصفي الفضاء بعد نسمي
.rank(A) = dim(row(A))

ملاحظة
.(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

.A للمصفوفة صفیة درجیة صیغة أي في المتقدمة العناصر عدد ھو المصفوفة رتبة

مبرھنة
فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

rank(A) = dim(row(A)) = dim(col(A)).
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

نتیجة
فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

rank(A) = rank(AT).
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

نتیجة
Q و m الدرجة من معكوس لھا مصفوفة P و (m,n) الدرجة من مصفوفة A كانت إذا

فإن n الدرجة من معكوس لھا مصفوفة

rank(A) = rank(PAQ).
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

البرھان
الیسار من A المصفوفة ضرب یكافئ A المصفوفة صفوف على أولیة عملیة إجراء أن نعلم
الحصول یمكن فإنھ أولیة حاصلضربمصفوفات Pھي المصفوفة أن بما و أولیة. بمصفوفة

فإن لذا الأولیة. الصفیة العملیات من بمتتالیة PA على

rank(A) = rank(PA).

نستنتج السابقة النتیجة باستعمال و

rank(A) = rank(PAQ).
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
متكافئة التالیة العبارات فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A كانت إذا

التافھ. الحل وھو وحید حل AX = 0 للنظام 1

خطیا. مستقلة A المصفوفة أعمدة 2

rank(A) = n. 3

معكوس. ATA للمصفوفة 4
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
متكافئة التالیة العبارات فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

.B ∈ Rm لكل متسق AX = B النظام 1

.Rm تولد A المصفوفة أعمدة 2

rank(A) = m. 3

معكوس. AAT للمصفوفة 4
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

تعریف
الجزئي الفضاء .(m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

{X ∈ Rn; AX = 0}

صفریة بعده ویسمي N(A) بالرمز لھ نرمز و A للمصفوفة الصفري الفضاء یسمى
.nullity(A) بالرمز لھ نرمز و A المصفوفة

الجزئي الفضاء كذلك
{AX; X ∈ Rn}

.Im(A) بالرمز لھ نرمز و A المصفوفة صورة یسمى
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مبرھنة
.Im(A) = col(A) فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

للمصفوفات البعد مبرھنة
فإن (m,n) الدرجة من مصفوفة A لتكن

nullity(A) + rank(A) = n.
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

A =


1 2 −1 −1
0 −1 2 3
2 3 0 1
1 1 1 2

 المصفوفة لتكن

للمصفوفة. الصفري للفضاء أساسا أوجد 1

للمصفوفة. العمودي للفضاء أساسا عین 2

.A المصفوفة رتبة أوجد 3
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

.


1 0 3 5
0 1 −2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

 ھي A للمصفوفة المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة

للمصفوفة. الصفري للفضاء أساس ھو


−3
2
1
0

 ,


−5
3
0
1

 1
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

للمصفوفة. العمودي للفضاء أساس ھو


0
1
2
1

 ,


−1
2
3
1

 2

.2 ھي A المصفوفة رتبة 3
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

e4 = ,e3 = (3, 2, 2,−1) e2 = (1, 0, 2,−1), ,e1 = (0, 1,−2, 1) لیكن
صحیحة: التالیة العبارات ھل .R4 في متجھات e5 = (0, 0, 0, 1) و (0, 0, 1, 0)

.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} 1

.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 2

.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} = R4
3
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

.e1, e2, e3 المتجھات أحداثیات صفوفھا والتي A المصفوفة لتكن 1

.A للمصفوفة الصفي الفضاء یمثل Vect{e1, e2, e3} الفضاء
ھي A للمصفوفة المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة

.A1 =

1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0


.dimVect{e1, e2, e3} = 2 إذا

إلا Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} یكون
2 ھو B التالیة المصفوفة رتبة كانت إذا و
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

.B =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
−1 1 −4 2
1 1 0 0



.A2 =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ھي B للمصفوفة المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة

إذا
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)}
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

إذا .2(1, 1, 0, 0) = e3 − e2 ,(1, 1, 0, 0) = e1 + e2 2

.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4}
و (1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 3

إذا .e2 ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4}
و dimVect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} = 2

dimVect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ≤ 3

.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ̸= R4 إذا
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

مثال

.u4 = (3, 8, 5) ,u3 = (1, 1, 0) ,u2 = (1, 3, 2) ,u1 = (1, 2, 1) ,R3 في لیكن
.F = G أن أثبت .G = Vect(u3, u4) و F = Vect(u1, u2) ولیكن
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المتجھات فضاء تعریف
الجزئیة الفضاءات
المولدة والمجموعات الخطیة التركیبات
الخطي والإستقلال الخطي الإرتباط
والبعد الأساس
الأساس وتغییر الإحداثیات
المصفوفة رتبة

الحل

dimE = فإن خطیا مستقلان u3, u4 المتجھان كذلك و خطیا مستقلان u1, u2 المتجھان أن بما
.dimF = 2

.A =


1 2 1
1 3 2
1 1 0
3 8 5

 ،2 التالیة المصفوفة رتبة كانت إذا و إلا F = G

.


1 0 −1
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ھي المصفوفة لھذه المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة

.F = G إذا
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