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(1) الحقيقي التحليل ريض- 382
1439 - 1438 الأول الدراسي الفصل

الأول الفصلي الاختبار حل
الفاضل محمد عبدالرحمن بن طارق د.

التالية الثلاثة الأسئلة عن أجب
( درجات (سبع الأول السؤال (1)

: يلي لما مثالاً هات (i)

.A ∼ B Aو ⊂ BبحيثB Aو منتهيتان غير مجموعتان •
B = Q Aو = N : الحل
B = R Aو = (0, 1) أو

. sup(A) = max(A) و inf(A) = −∞ و خالية Aغير مجموعة •
a ∈ RحيثA = (−∞, a] : الحل

. Qcكـثيفة النسبية غير الأعداد مجموعة أن أثبت (ii)
. الكـتاب انظر : الحل

. للعد Qقابلة النسبية الأعداد مجموعة أن أثبت (iii)
. الكـتاب انظر : الحل

درجات) (عشر الثاني السؤال (2)

: يلي لما مثالاً هات (i)

. متقاربة وليست مطردة متتالية •
(xn) = (−n) أو (xn) = (n) : الحل

. للعد قابلة غير Â بينما للعد Aقابلة مجموعة •
A = Q =⇒ Â = R : الحل

. محدودة جزئية متتالية ولها متقاربة ليست متتالية •
(xn) = ((−1)n) المتتالية : الحل

النوني حدها التي المتتالية أو

xn =

{
n , n ∈ N1
1

n
, n ∈ N2

. متقاربة (xnyn) المتتالية أن التعريف باستخدام فأثبت ، متقاربتين (yn) و (xn) المتتاليتان كانت إذا (ii)
. الكـتاب انظر : الحل



2

. وبرهنها للمتتاليات الحصر نصنظرية أذكر (iii)
. الكـتاب انظر : الحل

. lim
n→∞

n
√
an + bn = b أن فأثبت 0 < a < b كان إذا (iv)
bn ≤ an + bn ≤ bn + bn = 2bn : الحل

n
√
bn ≤ n

√
an + bn ≤ n

√
2bn

b ≤ n
√
an + bn ≤ n

√
2 b = 2

1
n b

lim
n→∞

b = b أن لاحظ
lim
n→∞

2
1
n b = (1)b = b أيضاً

lim
n→∞

n
√
an + bn = b الحصر نظرية من

درجات) (ثمان الثالث السؤال (3)

: n ∈ Nلكل xn =
n∑

i=1

aiوكانت i ∈ Nلكل ai ≥ كانت0 إذا (i)

. تزايدية (xn) المتتالية أن أثبت •
n ∈ Nلكل : الحل

xn+1 − xn =
n+1∑
i=1

ai −
n∑

i=1

ai = an+1 ≥ 0

. تزايدية (xn) المتتالية إذاً
. متقاربة (xn) المتتالية أن فأثبت ، متقاربة (yn) المتتالية وكانت n ∈ Nلكل xn ≤ ynكانت إذا •

. محدودة فهي متقاربة (yn) المتتالية أن بما : الحل
. n ∈ Nلكل |yn| ≤ M يكون Mبحيث > 0 حقيقياً عدداً يوجد أي

. xn ≤ yn = |yn| ≤ M فإن n ∈ Nلكل
. متقاربة فهي وبالتالي أعلى من محدودة (xn) المتتالية أن أي

. كوشي نوع من أنها فأثبت متقاربة متتالية (xn)كانت إذا (ii)
. الكـتاب انظر : الحل

متقاربة. (xn) المتتالية أثبتأن ، متقاربة (x3n) ، (x2n+1) ، (x2n) الجزئية متتالياتها و ما متتالية (xn)لتكن (iii)
لنفرضأن : الحل

x3n −→ l3 و x2n+1 −→ l2 و x2n −→ l1

l1 = l2 أن نثبت أن يكـفي
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(x2n) المتتالية من جزئية متتالية هي (x6n) المتتالية
x6n −→ l1 وبالتالي

(x3n) المتتالية من جزئية متتالية هي (x6n) المتتالية
x6n −→ l3 وبالتالي

l1 = l3 فإن المتتالية نهاية وحدانية من
(x2n+1) المتتالية من جزئية متتالية هي (x6n+3) المتتالية

x6n+3 −→ l2 وبالتالي
(x3n) المتتالية من جزئية متتالية هي (x6n+3) المتتالية

x6n+3 −→ l3 وبالتالي
l2 = l3 فإن المتتالية نهاية وحدانية من

l1 = l3 = l2 =⇒ l1 = l2 إذاً
xn −→ l1 = l2 و متقاربة (xn) المتتالية وبالتالي
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(1) الحقيقي التحليل ريض- 382
1439 - 1438 الأول الدراسي الفصل

الثاني الفصلي الاختبار حل
الفاضل محمد عبدالرحمن بن طارق د.

التالية الثلاثة الأسئلة عن أجب
( درجات (عشر الأول السؤال (1)

موجودة. غير lim
x→c

f(x) بينما موجودة lim
x→c

[f(x)]
2 تكون بحيث c نقطة و f لدالة مثالاً أعط • (i)

f(x) =

{
1 , x ≥ 0
−1 , x < 0

الدالة : الحل
. موجودة غير lim

x→0
f(x) بينما lim

x→0
[f(x)]

2
= 1

. موجودة غير lim
x→2

1

x− 2
أن بين •

f(x) =
1

x− 2
لتكن : الحل

xn = 2 +
1

n
حدها التي المتتالية خذ

n ∈ Nلكل xn ̸= 2 و xn −→ 2 أن لاحظ
f (xn) =

1

xn − 2
=

1(
2 + 1

n

)
− 2

=
1
1
n

= n

. متقاربة ليست وبالتالي محدودة غير (f (xn)) المتتالية أن أي
. موجودة غير lim

x→2

1

x− 2
إذاً

xn ̸= c Dتحقق في (xn) متتالية لكل أن فأثبت lim
x→c

f(x) = lوكانت c ∈ D̂ و f : D −→ Rكانت إذا (ii)
. f (xn) −→ l فإن xn −→ c و n ∈ Nلكل

. الكـتاب انظر : الحل

لكل f(x) = ax أن فأثبت a ∈ Rحيث x ∈ Q لكل f(x) = ax و متزايدة دالة f : R −→ Rكانت إذا (iii)
. x ∈ R

c ∈ Rلتكن : الحل
n ∈ Nلكل xn > c و xn −→ cبحيثQ في (xn) متتالية توجد R Qفي المجموعة كـثافة من

n ∈ Nلكل yn < c و yn −→ cبحيثQ في (yn) متتالية وتوجد
n ∈ Nلكل yn < c < xn أن أي

f (yn) ≤ f(c) ≤ f (xn) فإن متزايدة f الدالة أن بما
ayn ≤ f(c) ≤ axn وبالتالي
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f(c) = ac ثم ومن ac ≤ f(c) ≤ ac على نحصل n −→ ∞ عندما النهاية بأخذ
x ∈ Rلكل f(x) = ax أن أي

x > لكل0 g(x) > 0 و lim
x→∞

f(x)

g(x)
= l > كانت0 إذا (iv)

lim
x→∞

g(x) = ∞ ⇐= lim
x→∞

f(x) = ∞ أن فأثبت
يتحقق Nبحيث > 0 Mيوجد > لكل0 أن إثبات يجب lim

x→∞
g(x) = ∞ أن لإثبات : الحل
x > N =⇒ g(x) > M

N1بحيث > 0 يوجد فإنه ϵ = l

2
> 0 فبوضع lim

x→∞

f(x)

g(x)
= l > 0 أن بما

x > N1 =⇒
∣∣∣∣f(x)g(x)

− l

∣∣∣∣ < ϵ =
l

2
=⇒ f(x)

g(x)
<

3l

2
=⇒ 2

3l
f(x) < g(x)

N2بحيث > 0 يوجد فإنه lim
x→∞

f(x) = ∞ أن Mبما > لتكن0 الآن

x > N2 =⇒ f(x) >
3l

2
M

Nفإنه = max {N1, N2} بوضع

x > N =⇒ g(x) >
2

3l
f(x) >

2

3l

3l

2
M = M

lim
x→∞

g(x) = ∞ وبالتالي

درجات) (سبع الثاني السؤال (2)

: يلي لما مثالاً أعط (i)
. c عند متصلة دالة تحصيلهما ولكن c عند متصلة غير أحدهما دالتين •

عند متصلة g(x) = |x| والدالة c = 0 عند متصلة غير f(x) =

{
1 , x ≥ 0
−1 , x < 0

الدالة : الحل
c = 0

c = 0 عند متصلة (g ◦ f)(x) = 1

.D على فقط العظمى قيمتها تحقق f : D −→ R دالة •
. f(1) = 1 وهي فقط العظمى قيمتها Dتحقق = (0, 1] على f(x) = x : الحل

f(0) = 1 وهي فقط العظمى قيمتها Dتحقق = R على f(x) = 1

1 + x2
: آخر حل

. الصفر عند متصلة f الدالة أن فأثبت x ∈ (−1, لكل(1 |f(x)| ≤ |x|2 تحقق f الدالة كانت إذا (ii)
f(0) = 0 وبالتالي 0 ≤ |f(0)| ≤ |0|2 = 0 : الحل

x ∈ (−1, لكل(1 0 ≤ |f(x)| ≤ |x|2 أن لاحظ
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lim
x→0

0 = 0 و lim
x→0

|x|2 = 0

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0) فإن للدوال الحصر نظرية من
. x = 0 عند متصلة f الدالة وبالتالي

. محدودة مجموعة f(I) أن فأثبت ومحدودة مغلقة فترة I و متصلة f : I −→ R الدالة كانت إذا (iii)
. الكـتاب انظر : الحل

درجات) (ثمان الثالث السؤال (3)
. I على العظمى قيمتها تحقق f الدالة أن فأثبت ومحدودة مغلقة فترة I و متصلة f : I −→ R الدالة كانت إذا (i)

. الكـتاب انظر : الحل

. البينية القيمة نصنظرية أذكر • (ii)

. الكـتاب انظر : الحل

f (x2) = x1 و f (x1) = x2وكانتx1 < x2بحيثx1, x2 ∈ R و متصلة دالة f : R −→ Rكانت إذا •
. f (x0) = x0 يكون بحيث x0 ∈ R فأثبتوجود

h(x) = f(x)− x كالتالي h : [x1, x2] −→ R الدالة عرف : الحل
[x1, x2] الفترة على متصلة h الدالة

h (x1) = f (x1)− x1 = x2 − x1 > 0

h (x2) = f (x2)− x2 = x1 − x2 < 0

h (x2) < 0 < h (x1) أن أي
h (x0) = 0 يكون بحيث x0 ∈ (x1, x2) يوجد البينية القيمة نظرية من

f (x0)− x0 = 0 =⇒ f (x0) = x0 وبالتالي

يكون بحيث k > 0 وجود أثبت x ∈ [a, b] لكل f(x) > 0 وتحقق متصلة f : [a, b] −→ Rكانت إذا (iii)
. x ∈ [a, b]لكل f(x) > k

ما نقطة mعند الصغرى قيمتها تحقق f فإن [a, b] والمحدودة المغلقة الفترة على متصلة f الدالة أن بما : الحل
. x0 ∈ [a, b]

x ∈ [a, b]لكل f(x) ≥ f (x0) = m أن أي
f (x0) = m > 0 فإن x ∈ [a, b]لكل f(x) > 0 أن بما

x ∈ [a, b]لكل f(x) ≥ f (x0) = m > k > 0 و k > 0 عندئذ k =
m

2
ضع

x ∈ [a, b]لكل f(x) > k > 0 أن أي


