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Introduction

On commence par dé�nir les variétés di�érentiables, les variétés analy-
tiques réelles et complexes. Puis, on va entamer d'autres types des variétés :
variétés presque complexes, variétés intégrales et variétés de Cauchy-Riemann
en utilisant des ingrédients géométriques et algèbriques : complexi�cation des
espaces et des formes, théorème de Frobenius.

Ensuite, on étudie le théorème de Newländer-Nirenberg qui prouve que
si M est une variété portant une structure presque complexe et involutive
est une variété complexe. Puis, on traite le théorème de plongement le cas
où la variété est analytique réelle et on termine par la présentation le contre-
exemple de Nirenberg qui montre que les variétés C∞ ne sont pas générale-
ment plonger dans Cn.

2



Table des matières

Introduction 2

1 Variétés 5
1.1 Dé�nitions et remarques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Notion de la géométrie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Notion de �bré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Propriétés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2 Construction d'un �bré. . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.3 Exemples des �brés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Complexi�cation des espaces et des formes 13
2.1 Complexi�cation d'un espace vectoriel réel. . . . . . . . . . . . 13
2.2 La structure complexe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 Complexi�cation des formes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Théorème de Frobenuis 17
3.1 Théorème de Frobenius (version réelle). . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 Théorème de Frobenius (version complexe). . . . . . . . . . . 21
3.3 Variétés intégrales & conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3.1 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Variétés Presque-Complexes, de Cauchy-Riemann. 24
4.1 Variétés presque-complexes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2 Variétés presque complexes intégrables. . . . . . . . . . . . . . 26
4.3 Variétés de Cauchy-Riemann. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3.1 Espace tangent complexe. . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3.2 Sous variétés de Cauchy-Riemann. . . . . . . . . . . . 30
4.3.3 Variétés de Cauchy-Riemann abstraites. . . . . . . . . 31

3



Table des matières Table des matières

4.3.4 Fonction de CR et application de CR. . . . . . . . . . . 32
4.4 Théorème de plongement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.4.1 Théorème de plongement le cas analytique réel. . . . . 33
4.5 Contre-exemple de Nirenberg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Bibliographie 38

4



Chapitre 1

Variétés

Ce chapitre est consacré à rappeler de quelques propriétés concernant la
notion de la variété et la notion de �bré qu'on va les utiliser dans la suite.

1.1 Dé�nitions et remarques.

Dé�nitions 1.1.1
1) Soit M un espace topologique véri�ant les propriétés suivantes :

i) Il est séparé.
ii) Il est à base dénombrable.
iii) Il existe un entier m > 0 tel que tout point de M posséde un voisinage

ouvert homéomorphe à un ouvert de Rm.
Dans ces conditions, on dira que M est un espace localement euclidien de
dimension m.
Si l'ouvert de M est U et si l'homéomorphisme est ϕ : U → ϕ (U) ⊂ Rm,
le couple (U,ϕ) s'appelle une carte locale. C'est une carte locale au voisinage
de p si p ∈M .
Les composantes de ϕ (p) s'appellent les fonctions coordonnées associées à la
carte (U,ϕ).
2) Soit M un espace localement euclidien. Soient (U,ϕ), (V, ψ) deux cartes
de M . On dira que ces cartes sont C∞-compatibles si soit que les applications
de changement de cartes ψ ◦ ϕ−1 et ϕ ◦ ψ−1 sont des di�éomorphismes C∞

soit que U ∩ V = ∅.
3) SoitM un espace localement euclidien de dimension m. On dira queM est
muni d'une structure di�érentiable (où de classe C∞) lorsqu'on se donne une
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Chapitre 1. Variétés

famille Ω = {(Uα, ϕα) / α ∈ A} des cartes locales indexées par un ensemble
d'indices A, telle que :

c1) Les Uα recouvrent M : M =
⋃
α∈A

Uα.

c2) ∀α et ∀β ∈ A, les cartes (Uα, ϕα) et (Uβ, ϕβ) sont C∞-compatibles.
c3) Toute carte locale (U,ϕ) deM compatible avec chaque (Uα, ϕα), α ∈ A

est un élément de Ω.
On appellera variété di�érentiable de dimension m un espace localement eu-
clidien de dimension m muni d'une structure di�érentiable. Une famille de
cartes locales véri�ant c1) et c2) s'appelle un atlas.
4) Soit M un espace (soumis aux mêmes conditions c1 ) et c2)) est recouvert
par des domaines Uα homéomorphes à des boules à 2m (respectivement à m)
dimensions. Soient ϕα : Uα → U ′

α, où U
′
α un ouvert de Cm (respectivement

Rm) ces homéomorphismes. On dit qu'un atlas Ω = {(Uα, ϕα) / α ∈ A}
est complexe (respectivement analytique réel) si, les changements de cartes
ϕαβ = ϕβ ◦ ϕ−1

α ; (α, β) ∈ A × A sont toutes des applications biholomorphes
(respectivement analytiques réelles) sur des ensembles ouverts correspondants
de Cm (respectivement Rm). Le couple (M,Ω) s'appelle variété complexe (res-
pectivement variété analytique réelle).
Le nombre m = dimCM est la dimension complexe de la variété M .
5) Soit N une partie de M où M est une variété complexe de dimension n.
N est une sous variété complexe de dimension m si

(i) N est une partie relativement fermée d'un ouvert U de M .
(ii) Pour tout p ∈ N , dans un voisinage ouvert W de p, il existe un sys-

tème des coordonnées locales (ϕ1, ..., ϕn) tel qu'on ait :

N ∩ W = {w ∈ W /ϕm+1 (w) = ... = ϕn (w) = 0}.

1.2 Notion de la géométrie.

Dé�nitions 1.2.1
1) Soient M et N deux variétés di�érentiables de dimension respectivement
m et n. Soit f : M → N une application. On dit que f est di�érentiable au
point p ∈M , si on peut trouver (U,ϕ) une carte locale de M au voisinage de
p et une carte locale (V, ψ) de N au voisinage de f(p) telles que ψ ◦ f ◦ ϕ−1

soit di�érentiable sur ϕ (U) ⊂ Rm, (on suppose que f (U) ⊂ V ).
On dira que f est un di�éomorphisme de M sur N si :
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Chapitre 1. Variétés

i) f est di�érentiable.
ii) f est une bijection de M sur N .
iii) f−1 : N →M est di�érentiable.

Dans ces conditions, on a : dimRM = dimRN .
2) On appelle vecteur tangent en p à M , une application Xp de C∞ (M)1

dans R telle que, pour λ,µ ∈ R et f , g ∈ C∞ (M), on ait :
i) Xp (λf + µg) = λXpf + µXpg.
ii) Xp (f.g) = f (p) .Xpg + g (p) .Xpf .
iii) Si la fonction f = c est une constante, on a Xpc = 0.

Remarque 1.2.1
Si f est dé�nie et est de classe C∞ au voisinage de p et g : M → R de C∞

avec f = g dans un voisinage de p, on pose Xpf = Xpg. Cette dé�nition
donne lieu à une relation d'équivalence dont les classes sont des germes de
f .

L'ensemble des vecteurs tangents sur la variété M au point p forme l'espace
tangent, il est noté Tp (M). C'est un R-espace vectoriel de même dimension
à celle de la variété M .
Soient f : M → N une application di�érentiable (M et N sont deux variétés
di�érentiables de dimensions respectivement m et n), p ∈M et Xp ∈ Tp (M).
L'application g 7−→ Xp (g ◦ f) est un vecteur tangent en f(p) à N , noté
f∗p (Xp). On a donc f∗p (Xp) (g) = Xp(g ◦ f), ∀g ∈ C∞ (N).
L'application : f∗p : Tp (M)→ Tf(p) (N) est linéaire. On l'appelle la di�éren-
tielle de f en p.
On a ainsi les diagrammes commutatifs suivants si (U,ϕ) est une carte de
M au voisinage de p et (V, ψ) est une carte de N au voisinage de f(p) avec
f(U) ⊂ V :

U
f−→ V

ϕ ↓ ↓ ψ
ϕ (U)

ψ◦f◦ϕ−1

−→ ψ (V )

et

Tp (M)
f∗p−→ Tf(p) (N)

ϕ∗p ↓ ↓ ψ∗f(p)

Tϕ(p) (Rm)
(ψ◦f◦ϕ−1)∗ϕ(p)−→ Tψ◦f(p) (Rn)

.

On peut montrer que si f : M → N et g : L→M sont deux applications de
classe C∞ , on a

(f ◦ g)∗a = f∗g(a) ◦ g∗a.
Ici M , N et L sont des variétés de classe C∞ et a ∈ L. En particulier, si f
est un di�éomorphisme local dans un voisinage de p ∈ M alors (f−1)∗f(p) =

1C∞ (M) désigne l'ensemble des fonctions de classe C∞ sur un ouvert contenant M
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Chapitre 1. Variétés

(f∗p)
−1.

Soit M est une sous variété réelle de Cn de dimension m, dé�nie locale-
ment dans un voisinage U d'un point p ∈ M par k = 2n − m équations
ϕµ (z) = 0, où les ϕµ sont des fonctions à valeurs réelles de classe C∞ et le

rang
(
∂ϕµ

∂zν
, ∂ϕµ

∂zν

)
= k, (ici µ = 1, ..., k et ν = 1, ..., n). L'espace tangent à M

en p est donné par :

Tp (M) = {v =
∑

1≤ν≤n

(
aν

∂

∂zν
+ aν

∂

∂zν

)
/v (ϕ1) = ... = v (ϕk) = 0}.

Ici, les dérivées de ϕ sont prises au point p et les aν sont des fonctions de
classe C∞ au voisinage de p.

Dé�nitions 1.2.2
1) Soit M , N deux variétés di�érentiables de dimensions respectivement m
et n et f : M → N une fonction de classe C∞. Soit p ∈M , (U,ϕ) une carte
de M au voisinage de p et (V, ψ) une carte de N au voisinage de f(p). Si
f (U) ⊂ V alors l'application

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ (U)→ ψ (V )

est de classe C∞.
On appelle rang de f en p, le rang de ψ ◦ f ◦ ϕ−1 en ϕ (p). Le rang de f ne
dépend pas des cartes choisies.
On dira que f est une immersion en p si le rang de f en p est égal à m =
dimM , (m ≤ n).
On dira que f est un plongement si

(i) f est une immersion injective (m ≤ n).
(ii) f est un homéomorphisme de M sur f (M) où f (M) est muni de la

topologie induite celle de N .
On dit que f est une submersion en p si le rang de f en p est égal à
n = dimN , (m ≥ n).
2) Soit U un ouvert de la variété M . On appelle dérivation de l'algèbre
C∞ (U), toute application linéaire D : C∞ (U) → C∞ (U) telle que pour
tout f , g ∈ C∞ (U), on ait

D (f.g) = f.Dg + g.Df.

Un champ de vecteurs X sur un ouvert U de M est la donnée pour chaque
p ∈ U un vecteur tangent Xp ∈ Tp (M).
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Chapitre 1. Variétés

Remarques 1.2.1
1) Si X est un champ de vecteurs C∞ alors l'application f 7→ Xf est une
dérivation de C∞ (U). Inversement, si D est une dérivation de C∞ (U) alors
il existe un champ de vecteurs X, C∞, unique tel que Df = Xf .
2) Soient X et Y sont deux champs de vecteurs dé�nis sur U . L'application

[ , ] :

{
C∞(U) → C∞(U)
f 7−→ X (Y f) − Y (Xf)

est une dérivation de C∞ (U).

Donc, on a un champ de vecteurs noté [X,Y ]. Il est appelé le crochet de Lie
de X et Y .

Exemple 1.2.1
M = Rn et on munit Rn par ces coordonnées canoniques (x1, ..., xn). On

a cette propriété : si X =
∑

1≤i≤n

ξi
∂

∂xi
, Y =

∑
1≤j≤n

ηj
∂

∂xj
et Z = [X, Y ] =

∑
1≤k≤n

ζk
∂

∂xk
alors, pour tout 1 ≤ k ≤ n, on a

ζk =
∑

1≤p≤n

ξp(
∂ηk
∂xp

)− ηp(
∂ξk
∂xp

).

1.3 Notion de �bré.

Dé�nition 1.3.1
Soient B, E et F trois variétés di�érentiables. Une application π : E → B
de classe C∞ est un �bré de �bre F si
• π est surjective.
• ∃ un recouvrement dénombrable d'ouverts {Ui , i ∈ I} de B et des

di�éomorphismes ϕi : π−1(Ui)
∼
C∞
→ Ui × F tels que ce diagramme :

π−1 (Ui)
ϕi

∼ → Ui × F
↘ � ↙
π Ui pr1

soit commutatif.

Une section de π : E → B est une application s : B → E de classe C∞

véri�ant π ◦ s = IdB.
Si le passage d'une carte à une autre induit une application linéaire sur F ,
on dira que le �bré est vectoriel.
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Exemples 1.3.1
1) E = B × F où π : B × F → B est la projection.
2) F est une variété de dimension 0, un �bré de �bre F s'appelle un revête-
ment.

1.3.1 Propriétés.

Si Ui ∩ Uj 6= ∅, pour i, j ∈ I, on a :

Ui ∩ Uj × F ←
ϕi
∼
π−1(Ui ∩ Uj)

ϕj
∼
→ Ui ∩ Uj × F.

(i) Pour tout x ∈ Ui, ϕii (x) = Id.
(ii) Pour tout x ∈ Ui ∩ Uj, ϕ−1

ij (x) = ϕji(x).
(iii) Pour tout x ∈ Ui ∩Uj ∩Uk, ϕij (x) = ϕik (x) ◦ ϕkj(x). Cette dernière

propriété est dite propriété de cocycle.

1.3.2 Construction d'un �bré.

On se donne deux variétés B, F de classe C∞ et un recouvement {Ui, i ∈
I} de B par des ouverts. On suppose que si Ui∩Uj 6= ∅, les applications ϕij :

Ui∩Uj → Difféo (F )2, telles que

{
Ui ∩ Uj × F → F

(x, ξ) 7−→ ϕij (x) ξ
soient de

classe C∞ et véri�ent les propriétés (i), (ii) et (iii).
Maintenant, on pose E =

⋃
i∈I

Ui × F \ v où v est la relation d'équivalence

suivante : (xi, ξi) v (xj, ξj)⇐⇒ (xi = xj) et ξi = ϕij (x) ξj.
Dans ce cas, on véri�e que E est une variété di�érentiable et que π :{

E → B
[xi, ξi] 7−→ xi

est un �bré de �bre F .

Remarque 1.3.1
La notion de �bré vectoriel se généralise sans changements aux variétés ana-
lytiques complexes. De plus, il est naturel de prendre Cn pour �bre. Dans ce
cas, on peut mettre en évidence une classe de �brés holomorphes. C'est-à-dire,
des �brés dont les ϕij sont holomorphes. Ainsi pour les �brés holomorphes, on
peut envisager des sections holmorphes parallèlement aux sections continues
et di�érentiables.

2Di�éo(F ) désigne l'ensemble des C∞-di�éomorphismes sur F
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Chapitre 1. Variétés

Exemple 1.3.1
π : Cn+1\{0} → CPn est un �bré de �bre C∗ (la droite complexe privée d'un
point). Ici CPn désigne l'espace projective complexe.

1.3.3 Exemples des �brés.

(1) Fibré Tangent : Soit M est une variété C∞, de dimension n.

T (M) =
⋃
x∈M

Tx (M),

où Tx(M) l'espace tangent réel de M au point x. T (M) est un �bré vectoriel
car pour tout x ∈ M , le �bre F = π−1(x) = Tx (M) est un espace vectoriel
réel isomorphe à Rn. En e�et, si {(Ui, ψi)} est un atlas de M et x ∈ Ui ∩Uj,
on prend

ϕij (x) = dψj(x)

(
ψi ◦ ψ−1

j

)
: Rn → Rn.

C'est un di�éomorphisme linéaire.
Une section de π : T (M)→M s'appelle un champ de vecteurs sur M .

(2) Fibré cotangent :

T ∗(M) =
⋃
x∈M

T ∗x (M) =
⋃
x∈M

{f : Tx (M)→ R, f est une forme linéaire}.

Ici, le �bre est (Rn)∗. En e�et, Soient {(Ui, ψi)} un atlas deM et x ∈ Ui∩Uj.
Une forme linéaire f : Tx (M) → R se lit dans Ui par fi : Rn → R et dans
Uj par fj : Rn → R. Ainsi, on obtient ce diagramme :

Rn ← Aij(x)

∼ Rn

↘ 	 ↙
fi R fj

, où Aij (x) = dψj(x)

(
ψi ◦ ψ−1

j

)
.

On prend ϕij (x) =t Aij (x), (t représente la transposée d'une matrice).

π : T ∗ (M)→M

est un �bré vectoriel et une section de ce �bré s'appelle 1-forme di�érentielle
sur M .

(3) Fibré T qp (M) :

11
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T qp (M) =
⋃
x∈M

(Tx (M))⊗
p

⊗ (T ∗x (M))⊗
q

.

C'est un �bré vectoriel. Le �bre est (Rn)⊗
p

⊗ (Rn)∗
⊗q

. En e�et, on prend
{Ui, ψi} un atlas de M . Les cocycles en x ∈ Ui ∩ Uj sont donnés par :

ϕij(x) (u1 ⊗ ...up ⊗ v1 ⊗ ...vq) = Aij(x)u1 ⊗ ...Aij(x)up ⊗t Aji(x)v1 ⊗ ...tAji(x)vq.

Une section de T qp (M)→M s'appelle tenseur de type (p, q).

Exemple 1.3.2
Le tenseur de type (0, q) qui soit alterné en tout point de M s'appelle q-forme
di�érentielle sur M .

Dé�nition 1.3.2
Soit l'application f :M → N de classe C∞ entre deux variétés di�érentiables
M et N . L'image-réciproque (pull-back) est l'application transposée (l'ad-
jointe) de f∗. On la note, pour un point p ∈M , par f ∗p : T ∗f(p) (N)→ T ∗p (M).
Elle est dé�ni par

< f ∗Φ|L >p=< Φ|f∗L >f(p), ∀ Φ ∈ T ∗f(p) (N) et L ∈ Tp (M).

Remarques 1.3.1
1) Soit g : L → M une application de classe C∞ (L est une variété C∞).
On montre que, pour tout p ∈ L, (f ◦ g)∗p = g∗p ◦ f ∗g(p).
2) Si ω est une r-forme di�érentielle sur M , ω peut s'écrire sous la forme
suivante : ω = ϕ1

∧
...
∧
ϕr où ϕi est 1-forme di�érentielle sur M . De plus,

on a cette propriété :

f ∗ (ϕ1

∧
...
∧
ϕr) = f ∗ (ϕ1)

∧
...
∧
f ∗ (ϕr).

12



Chapitre 2

Complexi�cation des espaces et

des formes

Dans ce chapitre, on va tout d'abord complexi�er les espaces vectoriels
réels en redoublant la dimension réelle pour avoir un espace vectoriel com-
plexe, puis on va complexi�er les formes di�érentielles.

2.1 Complexi�cation d'un espace vectoriel réel.

Soit V un espace vectoriel réel. La complexi�cation de V est donnée par
le produit tensoriel V ⊗ C. V ⊗ C est engendré par v ⊗ 1 et v ⊗ i où v ∈ V .
On munit V ⊗ C d'une structure complexe :

α (v ⊗ β) = v ⊗ αβ où α, β ∈ C, v ∈ V .

On note un élément de V ⊗C par αv et son conjugué αv = v ⊗ α = v⊗α =
αv. Dans ce cas, si dimR V = n alors dimC V ⊗ C = n.

Exemple 2.1.1
SoientM une variété réelle de classe C∞ de dimension n et p ∈M . On dé�nit
la complexi�cation de l'espace tangent réel Tp (M)⊗ C comme ci-dessus. La
complexi�cation de l'espace cotangent T ∗p (M)⊗ C est dé�ni par

< Φ⊗ α|L⊗ β >p=< Φ|L >p α.β,

où Φ ∈ T ∗p (M) et L ∈ Tp (M), ∀α, β ∈ C.
Analoguement, le �bré tangent complexi�é T (M)⊗ C est donné par :

13



Chapitre 2. Complexi�cation des espaces et des formes

⋃
p∈M

Tp (M)⊗ C.

De même, le �bré cotangent complexi�é : T ∗ (M)⊗ C =
⋃
p∈M

T ∗p (M)⊗ C.

On note εr (M) l'espace des sections de
∧r T ∗ (M) ⊗ C. C'est l'espace des

formes di�érentielles complexi�ées de degré r. Un élément Φ de εr (M) est
exprimé dans un système de coordonnées au voisinage U de p ; h (h1, ..., hn) :
U ⊂M → Rn par Φ =

∑
|I|=r

ΦIdh
I où les fonctions ΦI : U → C sont de classe

C∞ sur U .

2.2 La structure complexe.

Dé�nition 2.2.1
Soit V un R-espace vectoriel. Une application linéaire J : V → V est dite
une application de structure complexe si J ◦ J = −IdV .

Remarques 2.2.1
1) Si dimR V = n alors (det J)2 = (−1)n. Donc n est pair.
2) Si on complexi�e V , J admet une structure C-linéaire :

J (v) = Jv, ∀v ∈ V ⊗ C.

En e�et, si v ∈ V ⊗ C, il existe v1 ∈ V et α ∈ C tels que v = v1 ⊗ α = αv1,
J(αv1) = J(αv1) = αJ(v1) = αJ(v1) = J(αv1). Comme J ◦ J = −IdV⊗C
alors J admet ±i comme valeurs propres sur V ⊗ C.
On note V 1,0 l'espace propre de V ⊗ C associé à la valeur propre (+i) et
V 0,1 l'espace propre de V ⊗ C associé à la valeur propre (−i). Alors, on a
V ⊗ C = V 1,0 ⊕ V 0,1. De plus V 1,0 = V 0,1.
Comme les valeurs propres de J sont des nombres complexes. Dans ce cas,
si {v1, ..., vn} est une base de V alors {v1, Jv1, ..., vn, Jvn} est une base réelle
de V ⊗ C. Ceci implique : {v1 − iJv1, ..., vn − iJvn} forme une base de V 1,0

et {v1 + iJv1, ..., vn + iJvn} forme une base de V 0,1.

Exemples 2.2.1
1) V = Tp (R2n) w Tp (Cn), on munit R2n par ces coordonnées canoniques
(x1, y1, ..., xn, yn). On dé�nit ainsi, pour p ∈M , l'application Jp : Tp(R2n)→
Tp(R2n) donnée par

14



Chapitre 2. Complexi�cation des espaces et des formes

Jp(
∂
∂xi

) = ( ∂
∂yi

) et Jp( ∂
∂yi

) = −( ∂
∂xi

), pour tout 1 ≤ i ≤ n.

L'application Jp est dite une application de structure complexe.
De même, son dual J∗p : T ∗p (R2n)→ T ∗p (R2n) est dé�ni par

J∗p (dxj) = −dyj et J∗p (dyj) = dxj, pour tout 1 ≤ j ≤ n.

2) Soient M une variété complexe de dimension n et p ∈ M . L'application
Jp : Tp (M) → Tp (M) est dé�nie par Jp( ∂

∂xj
) = ( ∂

∂yj
) et Jp( ∂

∂yj
) = −( ∂

∂xj
)

avec 1 ≤ j ≤ n. On a ( ∂
∂xj

)− iJp( ∂
∂xj

) = ∂
∂xj
− i ∂

∂yj
= 2 ∂

∂zj
est un élément de

T 1,0 (M).
De même, on a ( ∂

∂xj
)+iJ( ∂

∂xj
) = ∂

∂xj
+i ∂

∂yj
= 2 ∂

∂zj
est un élément de T 0,1 (M).

Analoguement, on véri�e que T ∗p (M) = T ∗1,0p (M)⊕T ∗0,1p (M) où {dz1, ...., dzn}
constitue une base de T ∗1,0p (M) et {dz1, ..., dzn} constitue une base de T ∗0,1p (M).

Lemme 2.2.1 Soit V un espace vectoriel réel. Soit £ un sous espace vecto-
riel complexe de V ⊗ C véri�ant :

(a) £ ∩£ = {0}.
(b) £⊕£ = V ⊗ C.

Alors, il existe une et une seule application de structure complexe J sur V
telle que £ et £ soient les sous espaces propres associés respectivement aux
valeurs propre (+i) et (−i) de l'extension J sur V ⊗ C.

Preuve.
Considérons une application JC : V ⊗ C→ V ⊗ C véri�ant

JC (L) = iL si L ∈ £ et JC (L) = −iL si L ∈ £.

La propriété (a) montre que JC est bien dé�nie. La propriété (b) montre que
JC est C-linéaire. On pose J = JC\(V = V ⊗ 1). Montrons que J est une
application de structure complexe sur V .
Prenons les vecteurs X = L + L si L ∈ £ et Y = i

(
L− L

)
si L ∈ £. Il est

clair que X = X et Y = Y . C'est-à-dire que X et Y sont deux vecteurs réels.
Or £⊕£ = V ⊗C. Alors, V est engendré par des vecteurs de la forme X et
Y . Comme JC (X) = Y et JC (Y ) = −X alors J ◦ J = −IdV . Ceci achève la
preuve du lemme. �
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Chapitre 2. Complexi�cation des espaces et des formes

2.3 Complexi�cation des formes.

Soient M une variété complexe de dimension n et 0 ≤ r ≤ 2n. On dé�nit∧r T ∗ (M) ⊗ C le �bré de r-formes complexi�ées et εr (M) l'espace des sec-
tions de r-formes di�érentielles.
Pour 0 ≤ p, q ≤ n avec p+ q = r, on considère l'application

πp,q :
∧r(T ∗ (M)⊗ C)→

∧p,q(T ∗(M)⊗ C).

πp,q s'appelle la projection.
Un élément de

∧r T ∗ (M)⊗C s'écrit d'une manière unique comme la somme
des formes de bidegrés :∧r T ∗ (M)⊗ C =

∧r,0(T ∗ (M))⊕ ...⊕
∧0,r(T ∗ (M)).

De même, εr (M) = εr,0 (M)⊕ ...⊕ ε0,r (M).

Dé�nition 2.3.1
Les opérateurs de Cauchy-Riemann ∂ : εp,q (M)→ εp,q+1 (M) et ∂ : εp,q (M)→
εp+1,q (M) sont dé�nis par ∂ = πp,q+1 ◦ d et ∂ = πp+1,q ◦ d. (d désigne la dé-
rivation extérieur sur M).

Remarque 2.3.1
Pour les fonctions, il y a des relations très importantes entre la dérivation
extérieure d, ∂, ∂ et J∗ l'application de structure complexe sur l'espace des
1-formes.

Lemme 2.3.1 Soit f une fonction dé�nie sur une variété complexe M , de
classe C∞ et à valeurs dans C. Alors, on a ∂f = 1

2
(df − iJ∗df) et ∂f =

1
2
(df + iJ∗df).

L'opérateur J∗ ◦ d se note dC. Ainsi 1
2
dC = 1

2
J∗ ◦ d est la partie imaginaire

de ∂-opérateur.

Preuve.
On a d = ∂ + ∂. Soit f : M → C de classe C∞ sur M . On a ∂f ∈ T ∗ (M).
C'est-à-dire ∂f appartient à l'espace propre associé à la valeur propre (+i)
pour l'opérateur J∗. De même, ∂f appartient à l'espace propre associé à
la valeur propre (−i) pour l'opérateur J∗. Comme df = ∂f + ∂f alors
J∗df = i∂f − i∂f . Or idf = i∂f + i∂f . D'où ∂f = 1

2
(df − iJ∗df) et

∂f = 1
2
(df + iJ∗df). �
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Chapitre 3

Théorème de Frobenuis

On se donne une submersion F (f1, ..., fn) :M → N oùM et N sont deux
variétés C∞ de dimensions respectivement m et n. Alors, pour tout y ∈ N ,
si F−1 (y) 6= ∅ est une sous variété de M . Ainsi, on peut déterminer son
�bré tangent. Maintenant, on veut étudier le problème réciproque : Dans le
cas où on a un seul champ de vecteurs sur R2, on peut donc déterminer sa
courbe intégrale. Dans le cas général, Frobenius a étudié ce problème. Dans
ce chapitre, on va énoncer et montrer le théorème de Frobenius. De plus, on
donne sa version complexe qu'on va l'utiliser dans la suite lorsqu'on étudie
les sous variétés de Cauchy-Riemann de Cn.

3.1 Théorème de Frobenius (version réelle).

Soit £ la section d'un sous �bré de �bré tangent réel de Rn de rang
m. On suppose que £ soit involutive (c'est à dire, si L1, L2 ∈ £ alors
[L1, L2] ∈ £). Alors, pour tout p ∈ Rn, il existe un voisinage U de p et
un C∞-di�éomorphisme χ = (χ1, ..., χn) : U → χ(V ) ⊂ Rn tels que, pour
tout m+ 1 ≤ j ≤ n et L ∈ £, on ait L{χj} = 0 sur U .
Preuve.
La preuve de ce théorème est basée sur le lemme 3.1.1 ci-dessous. D'abord,
on va construire une famille des champs de vecteurs notée £ qu'elle doit être
involutive a�n d'appliquer le lemme 3.1.1.

Soit p ∈ Rn assez proche de l'origine. Par hypothèse, il existe
(
L̃1, ..., L̃m

)
une famille des champs de vecteurs linéairement indépendants qui constitue
£ (£ est la section d'un sous �bré Rn w Rm × Rn−m de rang m).
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Chapitre 3. Théorème de Frobenuis

On munit Rn par les coordonnées (y, x) où y ∈ Rm et x ∈ Rn−m. On écrit
pour tout 1 ≤ j ≤ m,

L̃j =
∑

1≤k≤m

µjk(
∂

∂yk
) +

∑
1≤k≤(n−m)

γjk(
∂

∂xk
).

D'après l'indépendance des champs de vecteurs de cette famille, on peut dire
que la matrice µ = (µjk)1≤j,k≤m est inversible dans un voisinage de l'origine
de Rn.
On va redresser L̃j en multipliant par la matrice inverse µ−1. On a

µ−1


L̃1

.

.

.

L̃m

 =


L1

.

.

.
Lm

,

où Lj = ∂
∂yj

+
∑

1≤k≤n−m

λjk(
∂

∂xk
), pour 1 ≤ j ≤ m et λ = µ−1γ est une

matrice de la forme (m,n−m).
Maintenant, on va examiner les composantes de [Lj, Lk]. On voit que les
coe�cients en ∂

∂yl
sont nulles et comme [Lj, Lk] est une combinaison linéaire

des {Lj ; 1 ≤ j ≤ m} w { ∂
∂y1
, ..., ∂

∂ym
, ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn−m
}. Alors, pour tout 1 ≤

j, k ≤ m, on a [Lj, Lk] = 0.

Lemme 3.1.1 Soit 1 ≤ m ≤ n. On note (y, x) les coordonnées de Rn où
y ∈ Rm et x ∈ Rn−m. On suppose que :
• Pour tout 1 ≤ j ≤ m,

Lj =
(

∂
∂yj

)
+

∑
1≤k≤n−m

λjk(y, x)
∂

∂xk
,

où les λjk sont des fonctions C∞ sur un voisinage W de l'origine de Rn.
• Pour 1 ≤ j, k ≤ m, on a [Lj, Lk] = 0.

Alors,
1) il existe un voisinage ouvert U dans W de l'origine.
2) il existe χ = (χ1, ..., χn) : U → χ(U) ⊂ Rn un C∞-di�éomorphisme tel

que, pour 1 ≤ j ≤ m, on ait Lj{χk} = 0 dans U et pour tout m+1 ≤ k ≤ n,
on ait χ (0, x) = (0, x) avec (0, x) ∈ U .

18



Chapitre 3. Théorème de Frobenuis

Preuve du lemme.
On va raisonner par récurrence sur m (1 ≤ m ≤ n).
• m = 1. On a un seul champ de vecteurs L, le but est de construire χ telle
que L = ∂

∂χ1
et ( ∂

∂χ1
)(χj) = 0, pour tout 2 ≤ j ≤ n.

Soit (t, x) les coordonnées de Rn avec t ∈ R et x ∈ Rn−1. On va construire
un C∞-di�éomorphisme local à l'origine F = (F1, ..., Fn) : R × Rn−1 → Rn

tel que
[
F∗(

∂
∂t

)
]
F (t,x)

= LF (t,x) où (t, x) ∈ V avec V un voisinage ouvert
assez petit de l'origine et F (0, x) = (0, x). Dans ce cas, il su�t de prendre
χ = F−1, on a bien χ(0, x) = (0, x) et ∂

∂χ1
= χ−1

∗ ( ∂
∂t

) = F∗(
∂
∂t

) = L.
On pose F (t, x) = (y, x), on obtient :[

F∗(
∂

∂t
)

]
F (t,x)

=
∂F1

∂t
(t, x)

∂

∂y
+

∑
1≤k≤n−1

∂Fk+1(t, x)

∂t

∂

∂xk
. (3.1)

Maintenant, on compare (3.1) avec L =
(
∂
∂y

)
+

∑
1≤k≤n−1

λ1,k(y, x)
∂

∂xk
. Donc,

il s'agit de résoudre ce système d'équations di�érentielles :

∂F1(t, x)

∂t
= 1 et

∂Fk+1(t, x)

∂t
= λ1,k(F (t, x)), (3.2)

pour 1 ≤ k ≤ n− 1 et F (0, x) = (0, x) où (0, x) ∈ V .
Le théorème d'existence et d'unicité de résolution des équations di�érentielles
ordinaires (donné ci-dessous), nous permet de trouver F qui est dé�nie sur
{|t| < ε, ‖x‖ < ε} pour un certain ε > 0 (assez petit).
La condition initiale F (0, x) = (0, x) implique F (0, 0) = 0 et

∂Fj(0,0)

∂xk
=

{
1 si j = k + 1 pour 1 ≤ k ≤ n− 1
0 sinon

.

Écrivons la jacobienne de F à l'origine (0, 0) :

J(0,0)F =


1 . . .

λ1,1 (0) 1 . 0
. 0 I(n−3) 0

λ1,n−1 (0) 0 . 1

.

Donc J(0,0)F est inversible. D'après le théorème d'inversion local, F admet
un inverse χ : Rn → Rn de classe C∞ véri�ant χ (0) = 0.
- Interprétation géométrique :
Lorsqu'on �xe x ∈ Rn−1 près de l'origine, l'ensemble :
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Chapitre 3. Théorème de Frobenuis

{t 7→ F (t, x) , |t| < ε}

s'appelle la courbe intégrale du champ L où L = F∗(
∂
∂t

) est tangent à cette
courbe.
• On suppose que le lemme est vrai à l'ordre (m − 1) pour 2 ≤ m ≤ n.
Montrons qu'il reste vrai à l'ordre m.
On suppose qu'il existe un C∞-di�éomorphisme local χ̃ = (χ̃1, ..., χ̃n) : Rn →
Rn à l'origine tel que Lj{χ̃k} = 0 pour 1 ≤ j ≤ m− 1 et m ≤ k ≤ n et que

χ̃(0, ..., 0, ym, x1, ..., xn−m) = (0, ..., 0, ym, x1, ..., xn−m). (3.3)

En particulier, on obtient χ̃(0, x) = (0, x) si x ∈ Rn−m est assez proche de
l'origine.
Soit F̃ l'inverse de χ̃. On a F̃ (0) = 0, l'équation (3.3) nous donne que Lj
est tangent à M0 = {χ̃m = 0} = {F̃ (t′, 0, x) ; t′ ∈ Rm−1, x ∈ Rn−m}. Soit
(t′, tm, x) les coordonnées de Rn où t′ ∈ Rm−1, tm ∈ R et x ∈ Rn−m. D'après
le cas oùm = 1, il existe un C∞-di�éomorphisme F : Rm−1×R×Rn−m → Rn

telqu'on ait[
F∗(

∂

∂tm
)

]
F (t,x)

= (Lm)F (t,x) et F (t′, 0, x) = F̃ (t′, 0, x). (3.4)

Utilisant le théorème de résolution d'équations di�érentielles, la solution de
(3.4) détermine une famille des courbes intégrales qui satisfait la condition
initiale.
La solution de (3.4) est un di�éomorphisme local à l'origine. On remarque
que :
· (t′, 0, x) 7−→ F (t′, 0, x) est une paramétrisation de M0.
· tm 7−→ F (t′, tm, x) est une paramétrisation de la courbe intégrale de

Lm qui transverse M0. En e�et, on prend χ = F−1. Il reste à prouver que
χ(0, x) = (0, x) et Lj{χk} = 0 pour 1 ≤ j ≤ m et m+ 1 ≤ k ≤ n.
Comme F (0, x) = F̃ (0, x) = (0, x), on obtient χ(0, x) = (0, x).
- Pour j = m.
On a

Lm = F∗(
∂
∂tm

) = χ−1
∗ ( ∂

∂tm
) et pour m+ 1 ≤ k ≤ n,

Lm{χk} = χ−1
∗ ( ∂

∂tm
){χk} = ∂

∂tm
(χk ◦ χ−1) = 0.

Car pour tout m + 1 ≤ k ≤ n, χk ◦ χ−1(t′, tm, x) = xk−m et xk−m, tm sont
indépendants.
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- Pour 1 ≤ j ≤ m− 1 et m+ 1 ≤ k ≤ n.
À partir de la condition initiale, on a χ = χ̃ sur M0. Ceci entraîne Lj est
tangent à M0 pour 1 ≤ j ≤ m− 1.
L'hypothèse de récurrence, nous donne que, pour tout m + 1 ≤ k ≤ n,
Lj{χk} = 0 sur M0. De plus, on a [Lj, Lm] = 0 et Lm{χk} = 0. On obtient
�nalement, pour tout m+ 1 ≤ k ≤ n,

Lm(Lj{χk}) = Lj(Lm{χk}) = 0.

D'où Lm transverse M0 et pour tout m+ 1 ≤ k ≤ n, on a Lj{χk} = 0. Ceci
achève la preuve du lemme et la preuve du théorème de Frobenius. �

Théorème de résolution des équations di�érentielles (Rappel)
Soient Ω et Ω′ deux ouverts de Rn et de Rm. Soient I un intervalle ouvert

contenant 0 et f :

{
Ω× I × Ω′ → Rn

(x, t, α) 7→ f(x, t, α)
une application continue.

On suppose que, pour tout K ⊂ Ω et K ′ ⊂ Ω′ (K et K ′ sont deux compacts)
, f est lipschitzienne par rapport à x sur K × I ×K ′ uniformément à (t, x).
C'est-à-dire,

∃M > 0, ‖f(x1, t, α)− f(x2, t, α)‖ ≤M ‖x1 − x2‖,

pour tout (x1, t, α), (x2, t, α) ∈ K × I ×K ′ .
Alors, pour x0 ∈ Ω, il existe I0 un intervalle contenant 0 tel que, pour tout
α ∈ K ′, il existe une unique fonction t 7−→ x(t, α) véri�ant

f(x(t, α), t, α) = ∂x
∂t

(t, α) et x(0, α) = x0.

De plus, l'application x : I0 ×K ′ → Ω est continue.

3.2 Théorème de Frobenius (version complexe).

Soit £ la section d'un sous �bré du �bré complexe T 1,0(Cn) de rang m,
involutif. Alors, pour tout p ∈ Cn, il existe U un voisinage ouvert de p dans
Cn et un biholomorphisme Z(Z1, ..., Zn) : U → Z(U) ⊂ Cn tel que, pour tout
m+ 1 ≤ j ≤ n et L ∈ £, on ait L(Zj) = 0 sur U .
Preuve.
La preuve de ce théorème se déduit directement du lemme ci-dessous :

Lemme 3.2.1 Soit un 1 ≤ m ≤ n. On note les coordonnées d'un point dans
Cn, (ς, z) où ς ∈ Cm et z ∈ Cn−m. Pour 1 ≤ j ≤ m, on pose
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Lj = ∂
∂ςj

+
∑

1≤k≤n−m

λj,k(ς, z)
∂

∂zk
,

où les λj,k sont des fonctions holomorphes, dé�nies dans un voisinage de
l'origine de Cn. Alors,

1) il existe un voisinage ouvert U de l'origine de Cn su�samment petit.
2) il existe un biholomorphisme Z(Z1, ..., Zn) : U → Z(U) ⊂ Cn tel que

pour tout 1 ≤ j ≤ m et m+ 1 ≤ k ≤ n, on ait : Lj{Zk} = 0 sur U . De plus,
on a Z(0, z) = (0, z) si (0, z) ∈ U .

Preuve.
La preuve de ce lemme est analogue à celle de la preuve du lemme 3.1.1 dans
le cas version réelle où nous avons adapté un raisonnement par récurrence sur
m. Pour résoudre le système des équations di�érentielles, nous appliquons le
théorème d'existence et d'unicité de Cauchy - Kowalevsky car les λj,k sont
des fonctions holomorphes (ça peut se faire aussi en développant les fonctions
inconnues en séries entières puis on compare les coe�cients).
On trouve ainsi un biholomorphisme F , en utilisant le théorème d'inversion
local (version complexe). Dans ce cas, l'ensemble

M0 = {F̃ (w′, 0, z) / w′ ∈ Cm−1, z ∈ Cn−m} = {Z̃m = 0}

est une hypersurface complexe et l'espace tangent à l'origine est donné par

T0 (M) = {L ∈ T0(Cn) / L{Zj} = 0, 1 ≤ j ≤ m}.

Cela nous permet de dé�nir un champ de vecteurs Z dite holomorphe :

Z =
∑

1≤k≤m

ak
∂

∂zk
∈ T 1,0(Cn),

où les ak sont des fonctions holomorphes. De plus, on obtient un sous �bré
holomorphe de rang m. C'est un sous �bré de T 1,0(Cn) engendré par m-
champs de vecteurs holomorphes linéairement indépendants. �

3.3 Variétés intégrales & conclusion.

Dé�nition 3.3.1 Soit £ une section d'un sous �bré involutif de rang m.
Soit f : N → M une application de classe C∞. f est dite tangente à £. Si
pour tout p ∈ N on a

22



Chapitre 3. Théorème de Frobenuis

dfp (Tp (N)) ⊂ £f(p).

Une variété intégrale sur £ est un couple (i, N) véri�ant :
(a) dimRN = m.
(b) i : N →M est une immersion injective tangente à £.

Un système de m-champs de vecteurs {L1, ..., Lm} partout linéairement in-
dépendant sur une variété M est dite complètement intégrable si, pour tout
p ∈M , ils existent un ouvert U contenantM et une sous variété N de dimen-
sion m (dite variété intégrale) contenue dans U contenant p véri�ant cette
propriété : pour tout p ∈ N , Li(p) ∈ Tp (N), pour tout 1 ≤ i ≤ m.
L'adverbe complètement exprime en fait qu'on peut trouver des sous variétés
tangentes au �champ de m-plans� engendrées par les {Li} dont la dimension
soit le plus grand possible.

3.3.1 Conclusion.

La construction des variétés intégrales est assurée localement par le théo-
rème de Frobenius. En e�et, si £∗ est un sous �bré du �bré tangent réel de
Rn de rang m et p ∈ Rn alors, d'après le théorème de Frobenius, il existe U
un voisinage ouvert de p, il existe ρ = (ρ1, ..., ρn−m) : U → Rn−m de classe
C∞ véri�ant :

(i) dρ1

∧
...
∧
dρn−m 6= 0 sur U .

(ii) ∀L ∈ £, L{ρj} = 0, 1 ≤ j ≤ n−m. C'est- à- dire, £ est involutif car
[L1, L2] {ρj} = L1(L2{ρj})− L2(L1{ρj}) = 0, si L1, L2 ∈ £).
Dans ce cas, pour tout c = (c1, ..., cn−m) ∈ V où V est un voisinage de
l'origine de Rn−m, on peut construire des sous variétés

Mc = {x ∈ U ⊂ Rn / ρj(x) = cj, 1 ≤ j ≤ n−m}, avec

Tp (Mc) = {L ∈ Tp(Rn) / L{ρj} = 0, 1 ≤ j ≤ n −m}. Ces sont des variétés
intégrales. De plus, le théorème de Frobenius nous permet en fait de résoudre
les équations di�érentielles partielles.
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Chapitre 4

Variétés Presque-Complexes, de

Cauchy-Riemann.

Dans ce chapitre, nous étudions les variétés presque-complexes. Puis nous
énoncons le théorème de Newländer-Nirenberg. Ensuite, on va entamer un
autre type de variétés : variétés de Cauchy-Riemann(CR) qui contient les
variétés complexes. Par suite, nous donnons la preuve du théorème de plon-
gement le cas où la variété est analytique réelle. Nous terminons par la pré-
sentation le contre-exemple de Nirenberg.

4.1 Variétés presque-complexes.

Dé�nition 4.1.1
Soient M une variété de classe C∞ (n'est pas nécessairement plongée dans
Cn) et £ un sous �bré de �bré tangent complexi�é T (M)⊗C. On dit que le
couple (M,£) admet une structure presque complexe si :

i) £ ∩£ = {0}.
ii) £⊕£ = T (M)⊗ C.

Remarque 4.1.1
Si M est une variété complexe et £ = T 1,0 (M) alors (M,£) admet une
structure presque complexe. En e�et, on a T (M)⊗C = T 1,0 (M)⊕ T 0,1 (M)
et T 1,0 (M) = T 0,1 (M).

On se demande si M est une variété de C∞, £ est un sous �bré de �bré
tangent complexi�é involutif et (M,£) est une structure presque complexe
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alors existe-t-il une structure complexe sur M telle que £ = T 0,1 (M) ?
La réponse est vraie mais localement. Elle est donnée par le théorème de
Newländer-Nirenberg suivant :

Théorème 4.1.1 On suppose que M soit une structure presque complexe et
que £ est involutif. Alors, dans un voisinage de tout point p de M , il existe
une structure complexe sur M de façon que M soit une variété complexe et
que £ = T 0,1 (M).

La démonstration de ce théorème est trop compliquée, je vous donne des in-
dications selon Hörmander [Ho] dans la deuxième paragraphe de ce chapitre.
Rappelons d'abord, des quelques résultats concernant la structure complexe.

Théorème 4.1.2 [Ch] Soient J l'application de structure complexe sur Cn

et M est une sous variété réelle, C∞, de Cn, de dimension 2k. On suppose
que pour tout p ∈ M , Jp (Tp (M)) = Tp (M). Alors, M est une sous variété
complexe.

Preuve.
Soit p ∈ M . Il s'agit de prouver que M est le graphe d'une application
holomorphe.
Après une transformation unitaire dans Cn, on ramène p à l'origine et l'espace
tangent réel est donné par

T0(M) = {(0, w) ∈ Cn / w ∈ Ck}.

On munit R2n par les coordonnées (x1, y1, ..., xn, yn). Soit J l'application

presque complexe suivante : J
(

∂
∂xj

)
= ∂

∂yj
et J

(
∂
∂yj

)
= − ∂

∂xj
, pour tout

1 ≤ j ≤ n.
Comme T0 (M) est J-invariant par hypothèse alors (T0 (M)) ⊥ est J-invariant.
Ici, ce qui concerne l'orthogonalité, on prend la métrique euclidienne de R2n

puis on utilise le fait que si v, w ∈ T0 (M), on a Jv · w = −v · Jw. En parti-
culier Jv · Jw = v · w.
Comme J n'admet pas des valeurs propres réelles alors si {v1, Jv1, ..., vn−k, Jvn−k}
est une base réelle de T0 (M)⊥. Dans ce cas, {vn−k+1, Jvn−k+1, ..., vn, Jvn} est
une base réelle de T0 (M).
Considèrons maintenant l'application linéaire A de R2n → R2n dé�nie par :
A (vj) = ∂

∂xj
et A (Jvj) = ∂

∂yj
pour 1 ≤ j ≤ n. Comme T0 (R2n) ' R2n,
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on peut prolonger A sur T0 (R2n) en posant A (Jvj) = J (A (vj)), pour tout
1 ≤ j ≤ n, (∗). L'application A devient C-linéaire sur Cn ' R2n. Donc A est
holomorphe.
D'après (∗) l'ensemble A{M} ⊂ Cn satisfait les hypothèses du théorème. De
plus, on a T0(A{M}) ' {(0, w) ∈ Cn−k × Ck ;w ∈ Ck}. Près de l'origine,
A{M} est le graphe d'une application h : Ck → Cn−k de classe C∞, c'est à
dire que A{M} = {(h(w), w);w ∈ Ck}.
Pour montrer que A{M} est une sous variété complexe de Cn, il su�t de
prouver que h est holomorphe

(
h∗(p) ◦ J = J ◦ h∗(p)

)
.

Soit H l'application suivante :

{
Ck → Cn−k × Ck

w 7→ (h(w), w)
. Il est clair que H

est de classe C∞. Soient L ∈ T0

(
R2k
)
et p un point assez proche de l'origine

de Ck. On a J{H∗(p)(L)} = J{h∗(p)L,L} = (J(h∗(p)L), JL). Donc H∗(p)(L) ∈
TH(p)(A{M}). Or, A{M} est le graphe de H sur R2k et comme TH(p)(A{M})
est J-invariant alors J{H∗(p)(L)} ∈ TH(p)(A{M}). D'où, TH(p)(A{M}) =
{(h∗(p)w,w) ; w ∈ T0(R2k)}. On obtient donc h∗(p)(JL) = J(h∗(p)L). C'est
équivalent à h∗(p) ◦ J = J ◦ h∗(p). D'où h est holomorphe. �

4.2 Variétés presque complexes intégrables.

Dans ce paragraphe, nous donnons les grandes lignes de la preuve de
théorème de Newländer-Nirenberg.

Dé�nition 4.2.1 Soit M une structure presque-complexe. On dit que la
structure est intégrable si £ est involutif (£ est donné dans la dé�nition
4.1.1).

Remarque 4.2.1
Une structure presque complexe M est dé�nie par une structure analytique
si et seulement si pour tout p ∈M , il existe n fonctions {u1, ..., un} de classe
C∞ sur un voisinage de p telles qu'on ait Luj = 0, ∀L ∈ £ pour 1 ≤ j ≤ n
et que la famille {duj, 1 ≤ j ≤ n} soit linéairement indépendante.

Théorème 4.2.1 Chaque structure presque complexe intégrable est dé�nie
par une et une seule structure analytique complexe.

Preuve.
La preuve de ce théorème est basée sur un résultat auxiliaire (le théorème
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4.2.2 ci-dessous). D'abord on remarque que la notion de (p, q)-formes se gé-

néralise aux variétés presque-complexes en prenant l'opérateur de CR ∂̃ =
πp,q+1 ◦ d.

Théorème 4.2.2 [Ho] Soit Ω une variété complexe dont il existe une fonc-
tion strictement plurisousharmonique ϕ telle que {z /z ∈ Ω, ϕ (z) < c} ⊂⊂ Ω

, ∀c ∈ R. Alors, l'équation ∂̃u = f admet une solution u ∈ L2
(p,q) (Ω, loc) 1

pour f ∈ L2
(p,q+1) (Ω, loc) avec ∂̃f = 0.

Soient M une structure presque-complexe et p ∈ M . On a T (M) ⊗ C =

£⊕£̃. On cherche à trouver n fonctions {U1, ..., Un} telles que (∂̃Uj = 0)1≤j≤n
dans un voisinage ouvert du point p et que cette famille {dU1, ..., dUn} soit
linéairement indépendante.
Sans nuire de généralité, on peut supposer que M ⊂ R2n et p = 0. On a

∂̃Uj = π0,1 (dUj). Il su�t maintenant de chercher n 1-formes di�érentielles
{w1, ..., wn} telles que π0,1 (wj) = 0 et qu'elles soient linéairement indépen-
dantes dans un voisinage ouvert de p.

Considérons la fonction ψ (x) = |x|2 dé�nie au voisinage de l'origine. Sa

forme quadratique en 0 est q
(
t, t
)

= 2
∑

1≤ν≤2n

∣∣∣∣∣∑
k

tk
∂xν
∂wk

∣∣∣∣∣
2

. La forme q est

strictement positive pour t 6= 0.
Soit δ > 0 (su�samment petit) tel que la boule Ωδ = {x / |x| < δ} soit
contenue dans Ω. On considère maintenant, la fonction ϕ = 1

(δ2−ψ)
. ϕ est

croissante et convexe sur Ωδ. De plus, ϕ véri�e les hypothèses de théorème.

Donc, pour f de type (0, 1) sur Ωδ avec ∂̃f = 0 et ‖f‖2ϕ =
∫
‖f |2e−ϕdv <∞,

il existe d'après le théorème 4.2.2 une fonction u telle qu'on ait : ∂̃u = f et
‖u‖ϕ ≤ ‖f‖ϕ.

Soient {u1, ..., un} de formes linéaires véri�ant : duj = wj à l'origine. Pour
0 < ε < 1, on considère l'application πε : x 7−→ εx. On suppose que les formes
π∗εwk sont dé�nies sur Ωδ et que duk − π∗εwk/ε soit un 0 (ε).

On dé�nit ∂̃ε le ∂̃ opérateur qui respecte la structure presque-complexe dé�nie
par les formes π∗εwk. D'après le théorème 4.2.2, on peut trouver vεk telle qu'on

ait ∂̃εvεk = ∂̃εuk sur Ωε et ‖vεk‖ϕ = 0 (ε).

1L2
(p,q) (Ω, loc) désigne l'espace de (p, q)-formes di�érentielles qui sont localement carré

intégrable sur Ω.
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Maintenant on prend Uk = uk − vεk. Alors, pour ε assez petit, on véri�e que

la famille {Uk , 1 ≤ k ≤ n} est linéairement indépendante et que ∂̃εUk = 0.
Ceci achève la preuve du théorème. �

4.3 Variétés de Cauchy-Riemann.

Dans cette paragraphe, nous étudions d'abord l'espace tangent complexe
pour une sous variété de Cn. Puis nous donnons quelques propriétés concer-
nant les variétés de Cauchy-Riemann (CR) et les applications de CR.

4.3.1 Espace tangent complexe.

Si M est une sous variété réelle, C∞, de Cn. L'espace tangent réel Tp (M)
de M au point p n'est pas généralement invariant par l'application de struc-
ture complexe J sur Tp (Cn). On donne ainsi, une désignation spéciale pour
le plus grand sous espace J-invariant de l'espace Tp (M).

Dé�nitions 4.3.1
Pour p ∈ M , l'espace complexe tangent de M au point p est un espace C-
vectoriel donnée par :

Hp (M) = Tp (M) ∩ J (Tp (M)).

L'espace Hp (M) est appelé l'espace tangent holomorphe. C'est le sous espace
complexe maximal dans Tp (M). On a J◦J = −IdHp(M). Si dimRHp (M) = m
alors m est pair.
Si A : R2n → R2n est une application C-linéaire (J ◦ A = A ◦ J) alors
AHp (M) ⊂ HA(p) (A{M}).
La partie totalement réelle de l'espace tangent de M au point p est l'espace
quotient

Xp (M) = Tp (M) �Hp(M).

On peut identi�er Xp (M) avec le complément orthogonal de Hp (M). On
obtient ainsi Tp (M) = Hp (M)⊕Xp (M).
La dimension réelle de Xp (M) s'appelle la codimension CR de M .
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Lemme 4.3.1 On se donne M une sous variété réelle de Cn, de dimension
(2n− d). Alors, on a

2n− 2d ≤ dimRHp (M) ≤ 2n− d

et
0 ≤ dimRXp (M) ≤ d.

Preuve.
Comme Hp (M) ⊂ Tp (M) alors dimRHp (M) ≤ dimR Tp (M) = 2n − d. Or,
Tp (M) + J{Tp (M)} ⊂ Tp(R2n). Alors, on a

dimR Tp(R2n) ≥ dimR(Tp(M) + J{Tp(M)})
≥ dimR(Tp(M)) + dimR (J{Tp(M)})− dimRHp(M).

D'où la première inégalité est véri�ée. La deuxième se déduit de cette équa-
tion dimRXp (M) = dimR Tp (M)− dimRHp (M). �

Exemples 4.3.1
1) Si M est une hypersurface réelle alors d = 1. Donc dimRHp (M) = 2n−2.
On remarque que la dimension de l'espace tangent holomorphe de M est in-
changée si p ∈M .
2) Soit M = {z ∈ Cn / |z| = 1,= (z1) = 0}. C'est l'équateur de la sphère
unité de Cn.

En considérant, la fonction f :


Cn → R× R

z 7→

( ∑
1≤i≤n

|zi|2 ,
z1 − z1

2i

)
.

D'après le lemme 4.3.1, on a pour p ∈ M , 2n − 4 ≤ dimRHp (M) ≤ 2n − 2
(Ici d = 2).
- Pour p1 = (z1 = 0, z2 = 1, z3 = 0, ..., zn = 0) ∈M , on a Tp1 (M) est engen-

dré sur R par { ∂
∂x1
, ∂
∂y2
, ∂
∂x3
, ∂
∂y3
, ..., ∂

∂xn
, ∂
∂yn
}. Les vecteurs

(
∂
∂y1

)
= J

(
∂
∂x1

)
et −

(
∂
∂x2

)
= J

(
∂
∂y2

)
sont orthogonaux à Tp1 (M). Alors, ils engendrent l'es-

pace Xp1 (M). Or, la famille { ∂
∂x3
, ∂
∂y3
, ..., ∂

∂xn
, ∂
∂yn
} est J-invariante. Alors,

elle engendre l'espace Hp1 (M).
Donc, dimRHp1 (M) = 2n− 4 et dimRXp1 (M) = 2.
- Pour p2 = (z1 = 1, z2 = 0, ...., zn = 0) ∈ M , on peut montrer que Tp2 (M)
est engendré par { ∂

∂x2
, ∂
∂y2
, ..., ∂

∂xn
, ∂
∂yn
}. De plus, on sait que cette famille est
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J-invariante. Alors, Hp2 (M) = Tp2 (M) et Xp2 (M) = {0}. Ceci implique
dimRHp2 (M) = 2n− 2 et dimRXp2 (M) = 0.
Dans cet, on remarque que la dimension de l'espace tangent holomorphe dé-
pend du point p de la variété M .

4.3.2 Sous variétés de Cauchy-Riemann.

Dé�nition 4.3.1
Soit M une sous variété de Cn. On dit que M est un plongement de variété
Cauchy-Riemann ou une sous variété de CR de Cn si la dimension de Hp (M)
sur R ne dépend pas du point p ∈M .
Une sous variété M de Cn est dite totalement réelle si, pour tout p ∈M , on
a Hp (M) = {0} ⇐⇒ Xp (M) = Tp (M).
Soit M une sous variété de CR de Cn. M est dite générique si, dimRHp (M)
est minimale.

Théorème 4.3.1 Soit M une sous variété réelle di�érentiable de Cn. Alors,
M est une variété complexe, si et seulement si, pour tout point p ∈ M ,
Tp (M) = Hp (M).

Preuve.
Soit M une variété complexe qui est dé�nie localement dans un voisinage U
d'un point p ∈M , par les équations f1(z) = ... = fk(z) = 0, où les fonctions

fµ sont holomorphes dans U et que le rang
(
∂fµ

∂zν

)
= k. En prenant pour

µ = 1, ..., k, ϕµ = 1
2

(
fµ + fµ

)
et ϕµ+k = 1

2i

(
fµ − fµ

)
,on dé�nit M ∩ U à

l'aide des équations réelles ϕ1 = ... = ϕ2k = 0.

On note ∇ϕν =
(
∂ϕν

∂z1
, ..., ∂ϕν

∂zn

)
le gradient de ϕν . Puisque ∇ϕµ+k = J∇ϕµ,

l'intersection des plans tangents aux surfaces {ϕµ = 0} et {ϕµ+k = 0} est
un hyperplan complexe. Donc Tp (M) est l'intersection de plans tangents à
toutes les hypersurfaces {ϕµ = 0} pour tout 1 ≤ µ ≤ 2k. C'est un plan
complexe.
Inversement, c'est déjà démontrer dans le théorème 4.1.2. �

Exemples 4.3.2
1) Toute hypersurface réelle de Cn est une sous variété de CR. De plus, elle
est générique.
2) Toute sous variété analytique complexe de Cn est une sous variété de CR
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car pour tout p ∈M , Tp (M) = Hp (M).
3) M = {(x + iy) ∈ Cn; y = 0} w Rn ⊂ Cn. On a donc T (Rn) = Rn. Il ne
contient aucune droite complexe. D'où, pour tout p ∈M , on a Hp(M) = {0}.
4) Le tore réel Tn = {z ∈ Cn / |zν | = 1, ν = 1, ..., n} est une variété tota-
lement réelle. Il est dé�ni par les équations suivantes : pour ν = 1, ..., n,
ϕν (z) = zνzν − 1 et on a les vecteurs ∇ϕν = zν sont C-linéairement indé-
pendants.

Dans l'exemple où M est l'équateur de la sphère unité de Cn. M est dé�nie
par

ρ1 = |z|2 − 1 et ρ2 = 1
2i

(z1 − z1).

On a ∂ρ1 =
∑

1≤j≤n

zjdzj et ∂ρ2 = 1
2i
dz1. Ceci entraîne ∂ρ1

∧
∂ρ2 = 0 pour

les points z = (z1, ..., zn) ∈ M avec z2 = ... = zn = 0 et z1 = ±1. Dans ce
cas, M n'est pas une sous variété de CR par contre M̃ = {z = (z1, ..., zn) ∈
M / z1 6= ±1} est une sous variété de CR, générique (non compacte) de Cn.

4.3.3 Variétés de Cauchy-Riemann abstraites.

Dé�nition 4.3.2
Soit M une variété C∞. On suppose que £ est un sous �bré de T (M)⊗ C.
Le couple (M,£) est dite une variété de Cauchy-Riemann abstraite ou une
structure de Cauchy-Riemann si

a) Pour tout p ∈M , £p ∩£p = {0}.
b) £ est involutif. C'est-à-dire, si L1 et L2 sont dans £ alors [L1, L2] ∈ £.

Exemple 4.3.1
Soit M une sous variété de CR de Cn et £ = H1,0(M) alors le couple
(M,£) est une structure de CR. Ici H1,0(M) =

⋃
p∈M

H1,0
p (M) où H1,0

p (M) =

T 1,0
p (Cn) ∩ (Tp(M)⊗ C). De même, on dé�nit H0,1

p (M) et on montre que

H0,1
p (M) = H1,0

p (M).
En e�et, si M est une sous variété de CR de Cn alors
• Pour tout p ∈M , H1,0

p (M) ∩H0,1
p (M) = {0}.

• Les sous �brés H1,0(M) et H0,1(M) sont involutifs.
Le fait que l'intersection des espaces propres associés à des valeurs propres
distinctes est réduit à l'élément neutre le premier point est démontré.
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Pour le deuxième, on note H1,0(M) = T (M) ⊗ C ∩ {T 1,0 (Cn)}. Le �bré
T 1,0 (Cn) est involutif. En e�et, le crochet de Lie de deux champs de vec-
teurs est une combinaison linéaire de { ∂

∂z1
, ..., ∂

∂zn
}. Donc il reste dans cette

famille. Or T (M)⊗ C est involutif. Finalement, H1,0 (M) est involutif.
On remarque que si (M,£) est une structure presque-complexe et £ est in-
volutif alors (M,£) est une structure de CR.

4.3.4 Fonction de CR et application de CR.

Dé�nitions 4.3.2
1)Soient (M,£) une structure de CR et f : M → C une fonction de classe
C1. f est dite une fonction de CR si ∂Mf = 0 sur M (Ici, ∂M = π0,1 ◦ dM).
2) Soient (M,£M), (N,£N) deux structures de CR et f : M → N une
fonction de classe C1. f est dite une application de CR si f∗{£M} ⊂ £N .
L'extension de f∗ sur T (M) ⊗ C se fait que si, pour tout L ∈ T (M) ⊗ C,
f∗
(
L
)

= f ∗ (L). Ainsi, la dé�nition d'une application de CR est équivalente
lorsque f∗

(
£M

)
⊂ £N . En particulier, f∗

(
£M ⊕£M

)
⊂ £N ⊕£N .

3) On dit que deux structures de CR (M,£M) et (N,£N) sont CR équiva-
lentes, s'il existe un di�éomorphisme de CR entre M et N .

Lemme 4.3.2
1) Soient (M,£) une structure de CR et f : M → C une fonction de classe
C1. f est de CR si et seulement si, pour tout L ∈ £, on a Lf = 0 sur M .
2) Soit M = {z ∈ Cn / ρ1 (z) = ... = ρd (z) = 0} est une sous variété de CR,
générique. Soit f : M → C une fonction de classe C1 sur M . f est de CR
si et seulement si, ∂f̃

∧
∂ρ1

∧
...
∧
∂ρd = 0 sur M où f̃ : Cn → C est une

extension de f de classe C1 sur Cn.

Preuve.
1) ∂Mf = π0,1 (dMf) où π0,1 est la projection de T ∗ (M)⊗C sur T ∗0,1 (M) =

£
∗
. On a donc π0,1 (dMf) = 0 si et seulement si, pour tout L ∈ £, <

dMf |L >= 0. Or, < dMf |L >= Lf (par dé�nition de la dérivée extérieure
d'une fonction).
2) À partir de la dé�nition extrinsèque de ∂Mf comme étant la partie de
∂f̃\M qui est orthogonal au générateur de l'idéal ∂ρ où ρ : Cn → R de C∞

est la fonction dé�nissante local de M . �

Remarques 4.3.1
1) La dé�nition des fonctions de CR est analogue à celle des fonctions holo-
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morphes sur une variété complexe mais, il y a une grande di�érence quand
M est une variété C∞ car une telle fonction de CR n'est pas toujours de
classe C∞.
2) À partir de 2) de ce lemme, on déduit que la restriction d'une fonction
holomorphe sur une sous variété de CR de Cn est une fonction de CR.

Lemme 4.3.3 Soient (M,£) une structure de CR et f = (f1, ..., fm) : M →
Cm de classe C1. f est une application de CR si et seulement si, les fj sont
des fonctions de CR.

Preuve.
Soient (N,£N) = (Cm, T 1,0 (Cm)) une structure de CR. f est une application
de CR si et seulement si, pour tout L ∈ £M , f∗

(
L
)
∈ T 0,1 (Cm).

Pour 1 ≤ j ≤ m, on considère zj la j-ième fonction des coordonnées de Cm.
On a : f∗

(
L
)
{zj} = L{zj ◦ f} = L{fj}. Ceci entraîne : f∗

(
L
)
∈ T 0,1 (Cm) si

et seulement si, pour tout 1 ≤ j ≤ m, L (fj) = 0. À partir de 1) du lemme
4.3.2, on obtient le résultat voulu. �

4.4 Théorème de plongement.

Dé�nition 4.4.1
On dit que la structure (M,£) de CR est analytique réelle si M est une
variété analytique réelle et £ est un sous �bré analytique réel du �bré T (M)⊗
C. C'est-à-dire : £ admet localement une famille génératrice de champs de
vecteurs analytiques réels. On appelle la codimension de CR de M le nombre
d = dimC

(
TC (M) �£⊕£

)
.

4.4.1 Théorème de plongement le cas analytique réel.

Soient (M,£) une structure de CR analytique réelle ayant pour codimen-
sion de CR d, (d ≥ 1). Alors, pour tout point p ∈ M , il existe un voisinage
ouvert U de p dans M tel que (M ∩ U,£) soit une structure de CR équiva-
lente via une application de CR analytique réelle à une sous variété de CR
de Cn analytique réelle, générique et de codimension d.
Preuve.
On suppose que m = dimC £ = dimC £ près de p, £ admet une famille gé-
nératrice de m champs de vecteurs analytiques réels {L1, ..., Lm}.
Comme d est la codimension de CR de (M,£) alors
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dimC T
C(M) = dimR(M) = 2m+ d.

On choisit une carte locale de M au voisinage de p de telle façon que M soit
identi�er à un sous ensemble ouvert de R2m+d contenant l'origine p = 0 et
les {Lj} sont des champs de vecteurs analytiques réels de TC(R2m+d).
On munit R2m+d par les coordonnées u = (u1, ..., u2m+d). Pour 1 ≤ j ≤ m, le
champ de vecteurs Lj s'écrit de la forme suivante :

(
Lj
)
u

=
∑

1≤k≤2m+d

ajk(u)
∂

∂uk
,

où ajk : R2m+d → C sont des fonctions analytiques réelles.
Or, la famille {L1, ..., Lm} est linéairement indépendante. Alors la matrice
(ajk(0))1≤k≤2m+d

1≤j≤m est de rang m. Ainsi, on peut extraire une sous matrice A
de type (m,m) (en réordonnant les coordonnées) pour qu'elle soit inversible
dans un voisinage U de l'origine de R2m+d.
Prenons maintenant, u = (t, x) où t ∈ Rm et x ∈ Rm+d comme coordonnées
de R2m+d. En multipliant les coe�cients de {L1, ..., Lm} par A−1 on obtient
une autre base {L1, ..., Lm} de £ telle que, pour 1 ≤ j ≤ m, on ait :

Lj =
(

∂
∂tj

)
+

∑
1≤k≤m+d

λjk(t, x)
∂

∂xk
,

où les fonctions λjk : U ⊂ R2m+d → C sont analytiques réelles.
En calculant le crochet de Lie

[
Lj, Lk

]
, on voit que ce dernier n'admet pas

de composantes sur
(

∂
∂tl

)
. De plus,

[
Lj, Lk

]
est une combinaison linéaire

de {L1, ..., Lm} car £ est involutif. Alors, pour tout 1 ≤ j, k ≤ m, on a[
Lj, Lk

]
= 0.

Maintenant, on va complexi�er chaque Lj. Soient ζ ∈ Cm et z ∈ Cm+d tels
que < (ζ) = t et < (z) = x. On remplace t et x par ζ et z respectivement dans
les fonctions λjk. On obtient des fonctions λ̃jk : C2m+d → C holomorphes sur
un voisinage ouvert Ũ de l'origine de C2m+d avec λ̃jk (t, x) = λjk (t, x).

Pour 1 ≤ j ≤ m, on pose L̃j =
(

∂
∂ζj

)
+

∑
1≤k≤m+d

λ̃jk (ζ, z)
∂

∂zk
.
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Comme les fonctions λ̃jk (ζ, z) sont holomorphes en ζ et z, on obtient :(
∂λ̃jk
∂ζl

)
(t, x) =

(
∂λjk
∂tl

)
(t, x),(

∂λ̃jk
∂zl

)
(t, x) =

(
∂λjk
∂xl

)
(t, x) et[

Lj, Lk
]
(t,x)

= 0, ∀ (t, x) ∈ U ⊂ R2m+d.

D'après le théorème d'identité, on a
[
L̃j, L̃k

]
= 0 sur Ũ ⊂ C2m+d.

On applique maintenant le lemme 3.2.1 avec n = 2m+ d. Donc, il existe une

application holomorphe Z̃ =
(
Z̃1, ..., Z̃m+d

)
: Ũ ⊂ Cm ×Cm+d → Cm+d telle

que, pour tout 1 ≤ j ≤ m et 1 ≤ k ≤ m + d, on ait L̃j
(
Z̃k

)
= 0 sur Ũ et

pour tout (0, z) ∈ Ũ , on ait Z̃ (0, z) = z.
Maintenant, on considére l'application Z : Ũ ∩{Rm×Rm+d} → Cm+d dé�nie
par Z (t, x) = Z̃ (t, x) pour (t, x) ∈ Rm × Rm+d. Il est clair que Z est analy-
tique réelle.

On obtient ainsi, Lj (Zk) = L̃j

(
Z̃k

)
= 0 sur Ũ ∩ {Rm ×Rm+d} et pour tout

(0, x) ∈ Ũ , Z (0, x) = Z̃ (0, x) = x.
Z est donc l'application cherchée. En e�et, pour tout 1 ≤ j ≤ m et 1 ≤ k ≤
m+d on a Lj (Zk) = 0. Z est donc une application de CR à partir du lemme
4.3.2.

Il su�t de prouver que Z : R2m+d → R2m+2d ' Cm+d est de rang maximal
2m+ d à l'origine.
On écrit Z sous la forme suivante : Z (t, x) = U (t, x)+ iV (t, x), où U , V sont
deux fonctions analytiques réelles. On désigne par D la matrice suivante :

D =

(
∂U
∂t

(0) ∂U
∂x

(0)
∂V
∂t

(0) ∂V
∂x

(0)

)
.

Il s'agit de montrer que le rang D est (2m+ d).
On a Z(0, x) = U(0, x) + iV(0, x) = x. Dérivons par rapport à x ce dernier,
on obtient

∂U
∂x

(0) = I et
∂V
∂x

(0) = 0. (4.1)

La partie imaginaire de l'équation
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Lj(Zk) =
(
∂Zk

∂tj

)
+

∑
1≤k≤m+d

λjk(t, x)
∂Zk
∂xk

= 0

peut s'écrire sous forme matricielle suivante :

(
∂V
∂t

) + (
∂U
∂x

)t(=λ) + (
∂V
∂x

)t(<λ) = 0, (4.2)

où <λ et =λ sont deux matrices de types (m,m+ d).
D'après (4.1) et (4.2), on a :

(
∂V
∂t

)
(0) = −t(=λ). Donc D est de rang

maximal, si et seulement si, =λ (0) est de rang m. En e�et, on a par hy-
pothèse £ ∩ £ = {0} car (M,£) est une structure de CR. Ceci entraîne{
L1 − L1, ..., Lm − Lm

}
est linéairement indépendante sur C.

Or, 1
2i

(
Lj − Lj

)
=

∑
1≤k≤m+d

(=λjk)
∂

∂xk
est la j-ième ligne de la matrice =λ.

Donc =λ(0) est de rang m. D'où D est de rang maximal (2m + d). Ainsi, il
existe un voisinage ouvert U de l'origine de R2m+d tel que M ′ = Z(U) soit
une sous variété analytique réelle de Cm+d. De plus, la codimension réelle de
M ′ est d car dimRM

′ = dimR U = 2m+d. Ceci achève la preuve du théorème
de plongement. �

Remarque 4.4.1
Pour les variétés analytiques complexes peuvent localement se plonger dans
Cn (n assez grand), mais pour les variétés C∞ généralement on ne peut pas
les plonger dans Cn comme le montre le contre-exemple de Nirenberg dans la
paragraphe ci-dessous.

4.5 Contre-exemple de Nirenberg.

On va donner les idées de contre-exemple de Nirenberg. On doit trouver
une variété C∞ qui admet une structure de CR de dimension 3 et qu'elle ne
peut pas se plonger dans C2.
L'idée est de construire un champ de vecteurs L ∈ TC (R3) (L et L sont
linéairement indépendants) et une application Z de CR, Z = (Z1, Z2) : R3 →
C2 véri�ant L{Z1} = L{Z2} = 0 et dZ1

∧
dZ2 = 0 à l'origine de R3.

Dans ce cas, Z = (Z1, Z2) : R3 → C2 ne peut pas se plonger dans aucun
voisinage de l'origine de R3. On doit d'abord construire le champ L.
Considérons le groupe de Heisenberg M dans C2. M est donnée par :
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M = {(z = x+iy, w) ∈ C2 / y = |w|2}.M est donc le graphe de l'application
suivante :

H :

{
R3 → C2

(x,w) 7→
(
x+ i |w|2 , w

) .

L'espace tangent réel de M à l'origine 0 est T0 (M) = {(x, u, v) ∈ R3 / w =
u+ iv}.
On prend L la perturbation du générateur de H0,1 (M). Ce générateur est
donné dans le théorème ci-dessous :

Théorème 4.5.1 On suppose que Ω =
{
(x+ iy, w) ∈ Cd × Cn−d, y = h(x,w)

}
où h : Rd × Cn−d → Rd de classe Ck, (k ≥ 2) véri�ant h(0) = dh(0) = 0.
Alors, une base de H1,0

0 (Ω) est donnée par {L̃1, ..., L̃n−d} telle que, pour
1 ≤ j ≤ n− d, on ait :

L̃j = ∂
∂wj

+ 2i
d∑
l=1

(
d∑

k=1

µlk
∂hk
∂wj

∂

∂zl

)
,

où (µlk) sont les coe�cients de la matrice
(
I − i∂h

∂x

)−1
.

La preuve de ce théorème se trouve dans le livre A. Boggess [Bo] chapitre 7,
sectio �2, théorème 3.

Dans notre cas, on prend (n, d) = (2, 1),

h(x,w) = |w|2, µ = I et L̃1 = ∂
∂w

+ 2iw ∂
∂z
.

Le générateur de H0,1
0 (M) est L̃1 = −2iw ∂

∂z
+ ∂

∂w
.

On va perturber ce dernier en prenant la projection suivante

π :

{
C2 → R3

(x+ iy, w) 7→ (x,w)
.

Donc, π∗
(
L̃1

)
= −iw ∂

∂x
+ ∂

∂w
= L1.

Soit une fonction g : R×C→ R de classe C∞ sur un voisinage V de l'origine
de R× C, à valeurs positives telle que, pour tout k, g(k) (0) = 0, .
On pose L = L1 + g∗

(
∂
∂x

)
. Puis on applique le théorème suivant :
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Théorème 4.5.2 Si L = L1 +g∗
(
∂
∂x

)
et Z1, Z2 : R×C→ C de C1 véri�ant

LZ1 = LZ2 = 0 près de l'origine de R×C. Alors, dZ1

∧
dZ2 = 0 à l'origine.

La preuve de ce théorème se trouve dans le livre A. Boggess [Bo] chapitre 11,
section �2, théorème 1.

Comme L et L sont C-linéairement indépendants dans un voisinage U ⊂
V de l'origine de R×C, on obtient £ le sous �bré engendré par L est involutif.
Ainsi, (U,£) porte une structure de CR de dimension 3 sur U ⊂ R×C. Mais,
cette structure n'est pas CR équivalente à aucune sous variété de Cn. �
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