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 مثلة و مسائلأ

 :1مثال 
 المعطيات التالية: ن ثم كمية الناتج المعظمة للربح في ظلمإشتق معادلة الممر التوسعي للمنشأة وكمية الموارد و 

 دوجلاس ذات الصورة التالية:–دالة إنتاج كوب  -1
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1 XXY      (1) 
 أسعار موارد الإنتاج و أسعار الناتج كما يلي: -2

Py =10 لريا 
Px1  =3 ريال 
Px2 =1 ريال 

 الحل:
 من المعادلة أعلاه يمكن إيجاد معدل الإحلال الحدي التقني للموردين كما يلي:
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وعلى هذا فإن معادلة الممر التوسعي للمنشأة في ظل النسبة السعرية السابقة يمكن الحصول عليها من خلال مساواة 

مع ميل خط التكاليف ) MRTS ميل منحنى السواء
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 ( كما يلي:
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1

1

3

2

1 
x

x

 ولهذا فإن معادلة الممر التوسعي للمنشأة تتخذ الصورة التالية: 
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9XX         (3) 
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ين التي تحقق تدنية تكاليف الإنتاج. فإذا تم إستخدام وحدة واحدة وتوضح هذه المعادلة  مختلف التوليفات من المورد

 وحدة وهكذا. X2 =27وحدات فإن  X1 =3.كما أنه إذا كانت  X2وحدات من  9فتستخدم المنشأة  X1من المورد 

 كالتالي: 1في المعادلة  3ولتحديد كمية المورد المحققة لمستوى إنتاج معين فإنه يتم إحلال المعادلة  
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( ثم بالتعويض 4المحققة لتدنية التكاليف من المعادلة ) X1وعلى هذا فإنه عند أي مستوى للإنتاج يمكن تحديد كمية 

 المحققة لتدنية التكاليف. X2( يمكن تحديد كمية 3في المعادلة )

 التي تأخذ الصورة التالية:الربح  ةدالكمية الناتج المعظمة للربح فإن هذا يستدعي وجود ولتحديد  

TFCXPXPYP
xxy


2211 

 :حيث

* أقصى ربح، تشير كل من=Py,Y  إلى الناتج الفيزيقي و سعر الوحدة من الناتج على الترتيب،تشيرTFC  إلى

2211التكاليف الثابته الكلية في حين تشير كل من 
, XPXP

xx لوحدة من الموردين إلى سعر اX2,X1  على

 ( ينتج أن:4( في المعادلة )3) وبإحلال معادلة الممر التوسعيالترتيب. 

TFCXY 
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1210     (5) 
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( يمكن التعبير عنه بدلالة 5في المعادلة ) Yوعندما تكون التكاليف اكثر إرتباطاً بالموارد عن الإنتاج، فإن الإنتاج 

X1 ( لتأخذ معادلة الربح الشكل التالي:5( في المعادلة )3ل المعادلة )وذلك من خلال إحلا 

TFCXX  1
5

4

1
5

3

129.10 

 حيث : 
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X،قيمة الناتج الكلي = 

12X1 .التكاليف المتغيرة الكلية = 

 الحدي مع تكاليف المورد قيمة الناتجومساواة ذلك بالصفر ينتج عنها تساوي  X1وبتفاضل دالة الربح بالنسبة للمورد 

 لمستوى معين من الناتج المعبر عنه من خلال الممر التوسعي للمنشأة كالتالي: الحدية
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 وعلى هذا فإن :
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 أو      
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3
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5
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X

 

نقطة تدنية ولهذا فإن   X2=9(96) = 864ينتج أن : ( 3في معادلة الممر التوسعي  ) X1وبالتعويض بقيمة 

 .X2وحدة من  864و  X1وحدة من  96التكاليف ومعظمة الأرباح تتحقق عندما تستخدم المنشأة 

وعند هذا المستوى من إستخدام الموارد فإن الناتج المتحقق المعظم للربح يمكن تحديدة من خلال التعويض في 

 كما يلي: وحدة 144تبلغ  Yأن كمية ( وبالتعويض نجد 4عادلة رقم )( أو الم1المعادلة الأصلية )
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 مدى تحقق بعض المبادئ الإقتصادية السابق مناقشتها فإنه عند نقطة معظمة الأرباح للمنشأة فإن  ولاختبار

ويجب أن  رد الثاني بالنسبة لسعرهالناتج الحدي للمورد الأول بالنسبة لسعره تساوي قيمة الناتج الحدي للمو  قيمة

    تساوي الوحدة كما يلي:
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   أو بمعنى آخر:
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 يعبر عنه بالمعادلة: X1( فإن الناتج الحدي الفيزيقي للمورد 1ومن المعادلة )
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 :X2ورد كذلك بالنسبة للناتج الحدي الفيزيقي للم
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 فإن: Yفي سعر الوحدة من الناتج  MPPx2,MPPx1وبضرب 
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   ومن ثم فإن:
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 وهذا يحقق شرط المعظمة السابق الإشارة إليه.
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باطاً بالناتج و ليس بالموارد هذا كما تجدر الإشارة في هذا المقام إلى أنه إذا كانت التكاليف أكثر إرت 

 أي: شرط معظمة الأرباح يتحقق بمساواة التكاليف الحدية لسعر الوحدة من الناتجالإنتاجية فإن 

y
PMC  

وفي هذه الحالة فإن كمية الناتج المعظمة للربح يجب تحديدها أولًا ثم تحديد كمية الموارد المحققة لتدنية التكاليف 

ي التكاليف المتغيرة الكلية تساوي كمية ل( ومن خلال المعلومة التي تشير إلى أن إجما3جية من خلال المعادلة )الإنتا

 المورد الأول مضروباً في سعره مضافة إليه كمية المورد الثاني مضروباً في سعره وهكذا أي أن:

2211
XPXPTVC
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 

 ( نجد أن:3وبالتعويض من المعادلة )
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 حيث أن :
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لكمية المورد و كمية الناتج  Inverse Production Function( إلى دالة الإنتاج العكسية 7تشير المعادلة )

 المحققة لدالة الممر التوسعي للمنشأة.

 ف المتغيرة الكلية ينتج مايلي:( في دالة التكالي7وبإحلال )
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 تنتج التكاليف الحدية كما يلي: Y( بالنسبة لوحدات الناتج 8وبتفاضل الدالة )
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yوباستخدام قاعدة معظمة الأرباح 
PMC  الة هي:فإن كمية الناتج المثلى في هذه الح 
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  ومنها فإن:
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وحدة وهي الكمية نفسها المتحصل عليها عندما عبر عن الأرباح كدالة  144 كمية الناتج المعظم للربح =وهكذا فإن 

 ( ينتج أن:4في المعادلة ) 144في الموارد المتغيرة وبإحلال الكمية 
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   أي أن:
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     ومنها :

X1=96 

 ( ينتج أن:3وبالتعويض في معادلة الممر التوسعي رقم )

X2=9(96) = 864 

على الترتيب هي المقادير أو الكميات الموردية التي   X2,X1وحدة من كلا الموردين   864،  96وعليه فإن المقادير 
 المنشأة. تحقق تدنية تكاليف

في دالة الربح لتحديد أقصى ربح ممكن  Xوكميات الموارد  Yوجدير بالذكر أيضاً أنه يمكن إحلال كمية الناتج 
 للمنشأة في مثل هذه الظروف، فمن خلال دالة الربح نجد أن:

TFC

TFC

TFCXPXPYP
xxy







288

)1(864)3(96)10(144

2211

 

 ريال مخصوماً منه قيمة التكاليف الثابته. 288أي أن ربح المنشأة يساوي 

يجب أن تكلف المنشأة قدراً أكبر من  144ومن النتيجة يتضح أن أي توليفة موردية أخرى تنتج القدر نفسه من الناتج 

 التكاليف وينتج عن هذا التصرف قدر أكبر من الأرباح.
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 2مثال : 

 إحسب:
 معادلة منحنى السواء. -1

  معدل الإحلال الحدي التقني بين الموردين.
 ربيعية تأخذ الشكل التالي:إذا علم أن الدالة الت

2

22

2

11 1418 XXXXY    
 (1) 

2-  

 مرونة الإحلال الموردية. -3

 .Isoclinesمعادلة الخطوط التوسعية للمنشأة  -4

 ريال على الترتيب. 7،9هما  X2,X1إذا كان سعر  Expansion Pathمعادلة الممر التوسعي الأمثل  -5

 توليفة الموارد المعظمة لأرباح المنشأة. -6
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 الحل:
 أولًا: معادلة منحنى السواء

من المعروف أن معادلة منحنى السواء للإنتاج هي عبارة عن دالة في متغيرين أحدهما مستقل بشكل أحد الموارد 

 الإنتاجية والثاني تابع بشكل المورد الآخر في المعادلة. 

 لى المعادلة التالية:إ( 1وضيح ذلك بتحويل المعادلة )ويمكن ت
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هو المتغير التابع  X2وفي هذه الحالة يصبح  X1بدلًا من  X2هذا ويمكن التعبير عن منحنى سواء الإنتاج  بدلالة 

 في المعادلة.

 ثانياً: معدل الإحلال الحدي التقني بين الموردين:

 إلى المعادلة التالية: X1بدلًا من  X2يشير المعدل الحدي لإحلال 
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 .MRTS21بالقيم التي يمكن أن تأخذها يمكن حساب  X1و  X2وبالتعويض عن 

 : Esثالثاً: مرونة الإحلال الموردية 

تشير المرونة الإحلالية الموردية إلى العلاقة الموردية الموردية تماماً كما هو الحال عند تعريف المرونة 

مرونة الإحلال الموردية تشير إلى التغير النسبي في أحد لإنتاجية للمورد في العلاقة الموردية الناتجية، ولذلك فإن ا

 وعلى هذا فإن: الموارد مقسوماً على التغير النسبي في المورد الآخر

1

2

21

12

21

2

2

1

1

)(
X

X
MRTS

XX

XX

X

X

X

X

E
Xs






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 ميل منحنى السواء السالبحيث أن  إحلالية تقنياً رد تكون فإن الموا سالبةمرونة الإحلال الموردية  إشارةفإذا كانت 

 يشير إلى أن زيادة أحد الموارد المستخدمة يصحبه إنخفاض إستخدام المورد الأخر.

في  MRTSحيث أن قيمة  الموارد مكملةفإن هذا يشير إلى أن  الصفرقيمة المرونة الإحلالية الموردية  أما إذا بلغت

 .هذه الحالة تساوي الصفر

 .Isoclinesرابعاً: معادلة الخطوط التوسعية للمنشأة 
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 تأخذ معدلات الخطوط التوسعية للمنشأة الشكل الرياضي التالي:

K
MPP

MPP
MRS

x

x 
1

2

21    (5) 

 ( فإن:1المعادلة )/وبالتعويض في 

K
X

X



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
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 .Kية لعدد بقيم معينة نحصل على عدد من خطوط التوسع مساو  Kو بالتعويض عن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ريال على الترتيب. 3،2هما  X2,X1إذا كان سعر  Expansion Pathخامساً:معادلة الممر التوسعي الأمثل 
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( هي خطوط مثلى يجب أن تسير عليها المنشأة إذا ما أرادت 5ليس كل الخطوط التوسعية المعبر عنها بالمعادلة )

التوسع في الإنتاج إذ أن التوسع يستدعي مراعاة  ي ان معادلة الممرأ الإنتاج مع ميول خطوط التكاليف المتساوية

أسعار الموارد وعليه فلكي تتوسع المنشأة عليها أن تختار توليفات التوسعي الأمثل للمنشأة في هذه الحالة يتخذ الشكل 

 (6)تتساوى فيها ميول منحنيات سواء الموارد التي  الرياضي التالي:

2

1

1

2

x

x

x

x
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        

 ( يتضح أن:6( في المعادلة )1وبالتعويض من معادلة )
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
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

 

 أي أن:

)7)(/(9
2211

XPPX
xx

      (7) 

 التعويض بالنسبة السعريةغير أن  Isoclines( تشكل أحد معادلات الخطوط التوسعية للمنشأة 7لم تزل المعادلة )

 ، أي أن: معادلة الممر التوسعي الأمثل للمنشأةتتحول إلى المعطاه في هذه المعادلة فإنها 

221
3

2

3

13
)7)(3/2(9 XXX  

)/()7/9(كما أن معادلة الممر التوسعي الأمثل للمنشأة عندما تكون النسبة السعرية
21


xx
PP  يأخذ

 الصورة:

                                        21
7

9
XX     (8) 

 ادساً: تحديد توليفة الموارد المعظمة لأرباح المنشأة.س
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 هناك طريقتان كما سبق الإشارة لتحديد التوليفة الموردية المعظمة لأرباح المنشأة وهما:

 الطريقة الأولى: بتطبيق القاعدة:
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PVMP
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



         (9) 

1,1    أو بمعنى آخر:
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 فإن: حداساويان الو وحيث أنهما ي

1
2
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x
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P
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      (10) 

تتساوى فيها العوائد الحدية مع التكلفة الحدية )سعر الوحدة من أي أن موارد الإنتاج يجب أن تستخدم بالطريقة التي 
 ( يمكن التعبير عنها أيضاً بالصورة التالية:10المعادلة ) .المورد(

y

x

x
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x

x
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

 

)214(65.0   ( نجد أن:1عادلة )ومن الم

65.0)218(

22

11

XVMP

XVMP

x

x





 

)214(765.0  (  نجد أن:9ق القاعدة )يوبتطب

965.0)218(

2

1





X

X

 

 على الترتيب. X2,X1وحدة لكلا الموردين  1.6وحدة ،  2.08المعظمة للأرباح هما  X2,X1ومنها يتضح أن كمية 
 .وحدة 53ة الناتج المعظمة للربح تساوي كمي(  نجد أن 1في معادلة دالة الإنتاج ) وبإحلال هذه المقادير

 
 

 المنشأة يكون: ربح وعند هذه النقطة فإن 
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TFC

TFC

TFCXPXPYP xxy







53.4

)60.1(7)08.2(9)53(65.0

21 21

 

 
 الطريقة الثانية:

إذا كانت تكاليف الإنتاج أكثر إرتباطاً بالإنتاج عن موارد الإنتاج فتستخدم الطريقة الثانية التي تحقق معظمة  

 أي من خلال تطبيق القاعدة: ف الحدية بسعر الوحدة من الناتجمساواة التكاليالأرباح من خلال 

y
PMC          (11) 

يتم تحديده أولًا ثم يتم تحديد كميات الموارد  الحجم الأمثل للإنتاج )الحجم المعظم للربح(وفي هذه الطريقة فإن 

 :المحققة لهذا المستوى من الإنتاج وذلك من الخطوات التالية

 الخطوة الأولى:

 ( التالية:1( في معادلة دالة الإنتاج )8) يتم إحلال معادلة الممر التوسعي الأمثل للمنشأة أي المعادلة

2

22

2

11
1418 XXXXY  

 والنتيجة بعد الإحلال كما يلي:

2

22
49

130

7

260
XXY        (12) 

 الخطوة الثانية:

21مثل )يتم التعويض بمعادلة الممر التوسعي الأ
7

9
XX :في دالة التكاليف المتغيرة الكلية التالية ) 

2211 xx
PXPXTVC  

 لتصبح بعد الإحلال كما يلي:
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2

22

7

130

7.9)
7

9
(

X

XXTVC





       (13) 

 ريال. 7هو  X2ريال و سعر الوحدة من المورد  9هو  X1حيث أن سعر الوحدة من المورد 

 الخطوة الثالثة:

 ( وحدة هي:130 - 0دالة الإنتاج المعكوسة للناتج بين ) ننجد أ 12المعادلة من 

YX
49

250
)

7

260
(

260

49
7 2

2
      (14) 

 ( ينتج أن:13( في معادلة التكاليف المتغيرة الكلية )14وبإحلال المعادلة )

YTVC
49

250
)

7

260
(

260

7
1(130 2 

 ومنها فإن التكاليف الحدية تصبح:

2

1

2

49

250
)

7

260
(

7

130













 Y

Y

TVC
MC    (15) 

 الخطوة الرابعة:
 ( أي من خلال تطبيق القاعدة: 11بتطبيق قاعدة المعظمة الموضحة بالمعادلة )

65.0
y

PMC 
 .53.08المعظمة للربح تساوي  Y( نجد أن كمية الناتج 15ومن المعادلة )

 الخطوة الخامسة:
 1.61المعظمة للربح = X2يتضح أن كمية  14وسة رقم بإحلال كميات الناتج المعظمة للربح في دالة الإنتاج المعك

المعظمة للربح  X1وحدة.  ثم من خلال إحلال هذه الكمية في معادلة الممر التوسعي الأمثل للمنشأة يتضح أن كمية 
 وحدة. ومن هذه المعلومات يمكن تحديد تكاليف المنشأة المتغيرة بالإضافة إلى ربح المنشأة كالآتي: 2.08=

00.30

27.1172.18

)61.1(7)08.2(9

79
21







 XXTVC

 

 كما أن الأرباح الكلية للمنشأة هي:
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50.4

3050.34

30)65.0)(08.53(

2211









TFC

TFC

TFCXPXPYP
xxy

 

 وهي النتيجة نفسها المتحصل عليها من خلال تطبيق الطريقة الأولى للحل.
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 :3مثال 

 
 إذا كانت لديك دالة الإنتاج التالية

21XXY  

 من القانون التالي: X2 و X1للموردين  Es أوجد مرونة الإحلال )الإستبدال(

 

 
 2

1222112

2

21121

221121

2 fffffffXX

fxfxff
Es






 

 :حيث

 

1

2
21

2

2
22

2

2

2

1
12

1

1
11

1

1 ,,,,,
x

f
f

x

f
f

x

y
f

x

f
f

x

f
f

x

y
f































 
 

 الحل:

21 xf  

11f 

112 f 

12 xf  

22f 

121 f 

 
 

 
 
 

1
2

2

2

2

).())()(1(2).(

).()())((

2

2

2

2

1

2

2

2

1

21

2121

2

212

2

121

122.112

2

1222112

2

21121

221121



















xx

xx

xx

xxxx

xxxxxx

xxxxxx

fffffffXX

fxfxff
Es





 


