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مقدمة-6.0
اثیاتأحداستخدامفیھاالمناسبمنیصبحكثیرةمسائلھناكالأول،البابفيكما

ھالیصلحكرويتناسقلدیھایكونالتيالمسائلفمثلاالكارتیزیة،غیرأخرى
أحداثينظاماختیارالمسالةوضعیحتمقدآخرجانبومن.الكرویةالأحداثیات

ھناالمناسبفمنكرةسطحفوقجسمحركةتصفمسألةفيفمثلامعین،
...وھكذاالكرویةالأحداثیاتاستخدام

وتننیقانونعنالتعبیرفيالصعوبةدرجةارتفاعالسابقالبابمنلاحظنالقد
كثرأالمسائلتصبحذلكومعالكارتیزیة،غیرأحداثیاتعلىنطبقھعندماالثاني

.وصعبةمعقدةمسائلعننتحدثعندماصعوبة
صعبأیصبحالمسائلتلكمثللحلالثانينیوتنقانوناستخدامأنذلكمعنىأن.
نیوتنقانون(الحركةمعادلاتوأیجادالمسائللحلطریقةإلىبحاجةإذنأننا

ھيیقةالطروھذه.النھایةفينفسھاھيالنتیجةأنمنبالرغمأسھلبشكل)الثاني
.لاجرانجمعادلاتباستخدام

الحسابطریقةعلىأولابالتعرفإلالاجرانجمعادلاتفھممننتمكنلنولكن
Calculusبالتغیرات of Variations.

الأمثلةبعضخلالمنالموضوعھذاعلىأكثرنتعرفسوف.

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



مثالان على حساب التغیرات-6.1
دنیاقیمعنالبحثأساسعلىالتغیراتحسابفكرةتقومminimumعظمىأو

maximumبالتكاملعنھاالتعبیریمكنالتيللكمیات.
نقطتینبینمسافةأقصر:الأولالمثال

تنثبكیفولكن!المستقیمالخطھيمسافةأقصر:فورایقولسوفواحدكلربما
.المقولةھذهلأثباتالتغیراتحسابلطریقةنحتاجأنناذلك؟

ھذا.بینھمایصلمنحنيخطوھناك2و1نقطتانھناكالمرفقة،الصورةبحسب
yالعلاقةعنیخرجلافھوشكلھكانمھماالخط = y(x)

ن الخط متحدید عنصر طولي في ھذا یمكننا
22.:نظریة فیثاغورس كما یلي dydxds +=
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
عادلةمولكنالتكامل،باستخدامالنقطتینبینالواصلالخططولأیجادیمكنإذن

:ھوحسابھنریدماأذن.فقطxھوواحدمتغیرعلىالتكاملذلكجعلت)1(

الكمیةتصبحبحیثماطریقةعنالبحثھوالآنحسابھنریدماLماأقلھي
.)أخرىحالاتفيیمكنماأكبرأو(یمكن

الدالةعلىأساسایعتمدالتكاملھذاأنبماآخر،بمعنىy(x)نبحثإذنفنحن
.یمكنماأقل)2(التكاملناتجتجعلالدالةلھذهقیمةعن
الثانيالمثالنذكرذلكقبلولكنبحلھونقومالمثاللھذانعودسوف:
فرماتمبدأ:الثانيالمثالFermat’s Principle
فينقطتینبینللانتقالالضوءیختارهالذيالمسارماھو:المطلوبالسؤالھنا

متغیراأمللفضاءنفسھھوالانكسارمعاملكانإذامایحددولم.الفضاء

2

1

2 2
1

1 ( ) . (2)x

x
L ds y x dx′= = +∫ ∫
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
املمعكونحالةفيمستقیماطریقایختارسوفالضوءأنبدیھیاالجوابیبدوقد

رملوأومتغیرا؟نفسھھوالانكسارمعاملكانلوماذاولكننفسھ،ھوالانكسار
مشتتھ؟أومجمعةكانتسواءبعدسةالضوءشعاع

ماأقصىفتكونالوسطانكسارمعاملبحسبتختلفالضوءسرعةأنمعلوم
بالعلاقةیعرفوالذيnالانكسارمعاملقیمةزادتكلماوتقلالفراغفيیمكن

n = c/vحیثcوالفراغفيالضوءسرعةھيvالوسطفيسرعتھ.
الصورةبیعطىالنقطتینبینالمسافةلقطعالشعاعیحتاجھالذيالكليالزمنإذن:

منكلعلىویعتمدمتغیر)3(فيالانكسارمعاملأنملاحظةمعxوy.

)3(.)(1),(11 2
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
ھومالمستقیالخطأنمنالتأكدالأولفيھدفناأنلوجدناالمثالینفيتأملنالو

المطلوبھوزمنیةفترةأقصریلزمھالذيالمساروأنمسافة،كأقصرالمطولب
.الثانیةالحالةفي
تكونعندمایكونوھذاالأقل؟ھيالتكاملقیمةأيأقصر؟:عبارةلناتعنيماذا

الأقل؟ھيالدالةمشتقةقیمة
یمةقأوعظمىقیمةللدالةتكونعندماھماالوحیدتینالصورتینبأننتصورربما

𝑑𝑑𝑓𝑓:أنأيالصفرویساوي)المیل(یساويالتفاضلیصبححیثدنیا
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 0

التاليالشكلفينتأمل
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
السابقالشكلفي)a(و)b(بشكلیبدوفیماالأقلعلىوقمةقاعھناكأنواضح

.مباشر
الجزءفيأما)c(أمرھوواضحبشكلالانقلابنقطةتمثلالتيالنقطةتحدیدفأن

.صعب
منابتداءالنقاطمنعددعندالمشتقةلقیمةاختباربعملیاتالقیاممنلابدإذن

.الصفریةالقیمةتمثلممكنةقیمةلأفضلنصلوحتىالیسار
التغیراتحساب:نسمیھماھيالعملیةھذهCalculus of Variationsأنھأي

.للمشتقةالأدنىالحدمنوأكثرأكثریقربناجداصغیرتغییرعنالبحثیتم
في:أكثروبتوضیح)a(قةالمشتقیمةكانتفأنالثاني،ثمالأولبالتفاضلنقوم

الثانيبالتفاضلنقوم)b(الجزءوفي.دنیاقیمةفعلاتمثلx0النقطةفأن+الثانیة
أما.عظمىقیمةx0أنعلىكذلكیدلوھذا–قیمةعلىنحصلأنونتوقعأیضا

نافلسوبالتاليالصفریساويأیضاالثانيالتفاضلأنفواضح)c(الجزءفي
لحسابنحتاجوھنا.عظمىأمدنیاقیمةتمثلx0النقطةأن)ریاضیا(متأكدین

.التغیرات
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
منكلاالتكاملداخلفيلوجدنا)3(المعادلةفيتأملنالوnالمتغیرفيدالةوھي

xوكذلكy’.لكعلىتعتمددالةلأیةعاماتعبیرانكتبأنالمناسبمنوبالتالي
:یلیيكما’yوالمشتقةxمن

الدالةتمثلھمعلومغیرمنحنیاخطاھناندرسحیثy(x)النقطتینبینیصللكنھ
x1وx2

2

1

[ ( ), '( ), ] . (4)x

x
S f y x y x x dx= ∫

فنفترضالمناسبالخطھومانعلملاأننابما
یمثلأحدھما.الشكلفيھوكماخطینوجود

المساریمثلوالثانيy(x)وھوالمطلوبالمسار
بینالفرقعنونعبر.Y(x)وھوالخاطئ

:η(x):ھيمادالةباستخدامالمسارین
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2

الدوالمننھائیالاعدداھناكأننجدبالتأملη(x)خاطئةمنحنیاتتعطيكلھا
.المطلوبالمنحنىمنأطولالمنحنیاتتلككلأننفترضولكن

قاطالنبنفسوتنتھيتبدأفھيخاطئةكانتمھماالمنحنیاتجمیعكونأنلاحظ
:فأن
وھو)5(للمعادلةآخرمتغیربأدخالنقومأكثرمرونةأجلمنαكتابتھاونعید:

:یليكما)4(المعادلةكتابةالآننعید

( ) ( ) ( ) (5)Y x y x xη= +

1 2( ) ( ) 0. (6)x xη η= =

( ) ( ) ( ) (7)Y x y x xαη= +

2

1

2

1

( ) [ , '( ), ]

[ , ' , ] . (8)
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∫
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
یحققوالذيالأقلالمسارتحدیدعلىتساعدناسوف)8(المعادلة:dS/dα = 0

αتكونعندما = 0.
الجزئيالتفاضللحسابنحتاج)8(المعادلةفيالتكاملبتفاضلنقومحتى

Chainالسلسةقاعدةباستخدام Rule:

یليكمابالتجزيءالثانيالحدبتكاملالآنونقومحدینلدیھا)1(المعادلة:

η(x)قیمةلأنصفر=یصبحالتعویضعندالأولالحدولكن = الطرفینعند0

α∂∂ /S

2 2
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
1(فيالثانيالحدتمثلوھي(تصبح)11(معادلةإذن((:

علىنحصلالأصلیة)10(المعادلةفي)12(معادلةمنبالتعویض:

أماوعندھاالصفر،تساوي)1(معادلةη(x) = .الصفریساويالقوسأو0
:اليوبالتالافتراضبحسبالنھایتینعندفقطالصفرتساويη(x)ولكن

2 2

1 1

( ) , (12)x x

x x

f d fdx x dx
y dx y

η η
 ∂ ∂′ = −  ′ ′∂ ∂ 

∫ ∫

2
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1

( ) ( ) 0

( ) 0 (13)
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dS f d fx x dx
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dS f d fx dx
d y dx y

η η
α

η
α

  ∂ ∂
= − =  ′∂ ∂  

  ∂ ∂
⇒ = − =  ′∂ ∂  

∫

∫

0 (14)f d f
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∂ ∂
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2

لاجرانج-أولارمعادلة:تسمىالمعادلةھذهEuler-Lagrange equation
قیملجمیعصحیحةالمعادلةھذهxالمدىفيالواقعة
للمساردنیاقیمةعلىالحصولیمكننا:المعادلةمعنىSدالةنجدأناستطعنالو

.المعادلةھذهتحققللمسار
تحققبحیثدالةعننبحث:یليكمایتمالمسائلحلأصبح

منقوثملاجرانج،-أولارمعادلةبكتابةنقومثم.السابقة)4(المعادلةفيالمطلوب
أوالأقصرالمسارشرطتحققالتيy(x)المطلوبةالدالةلأیجادالمعادلةتلكبحل

.)العظمىأوالقصوىالقیمةالأحیانبعضفي(الدنیاالقیمةعامبشكل

)14(0=
′∂

∂
−
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∂
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة

3K.S.U., College of Science, Physics & Astronomy Dept. PHYS 12 (Classical Mechanics II)  © 2015
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