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أقصر مسافة بین نقطتین6.1مثال 

التالیةالعلاقةسابقاكتبنا:
ھيالتكاملداخلفيالمقصودةالدالة:
التالیینالحدینونوجد)لاجرانج-أولارمعادلة()14(معادلةعلیھانطبق:
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تمرین محلول
 A ray of light travels from point P1 in a medium of refractive

index n1 to P2 in a medium of index n2 , by way of the point Q
on the plane interface between the two media, as in the
figure. Show that Fermat's principle implies that, on the
actual path followed, Q lies in the same vertical plane as P1
and P2 and obeys Snell's law, that n1sinθ1 = n2 sinθ2
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الحل-تمرین محلول
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)متابعة(الحل -تمرین محلول
الانكسارمعاملاتكونبأننعرفأنلابدالآنn1, n2أنإلىذلكفیؤديثوابت

P1بینالمسارات and QوQ and P2مستقیمةتكونأنیجب:
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حساب التغیرات في ظل وجود أكثر من متغیرین
بالعلاقةنقطتینبینالموجودالخطوصففیھایصعبحالاتھناكy(x)كما

.ذلكعلىكمثالالمرفقالشكلأنظر.سابقافعلنا
ولنسمیھتمامامستقلمتغیرعلىیعتمدمسارانتصورأنھنانحتاجuأنبحیث:

x = x(u), y = y(u)
المسارمنالقطعةطولیصبح:

التالیةبالصورةكاملاالمساریصبحوبالتالي:

ھمامجھولتاندالتانلدیناصارأذن:
ھيحلھاالمطلوبالمسألةوأصبحت:
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حساب التغیرات في ظل وجود أكثر من متغیرین
واحدةدالةبدلدالتینوجودبسببالسابقمنأصعبالآنالحلیبدوقد
ومسارخاطئةمساراتعدةوجودونفترضالتقنیاتنفسنستخدمسوفولكن

:أنأي)الأقصر(صحیحواحد

الشرطینیحققالذيھوالمطلوبفالمساروبھذا:
الماضیةالمحاضرةفي)14(للمعادلةأوصلتناالتيالخطواتنفسنعیدلنسوف

:مشابھةبنتیجةحالیانكتفيوأنما

منعددوبالتاليمتغیراتعدةذاتمسائلتواجھناسوفالسابعالبابفي
سماتأھممنأنلنایتبینسوف.)32(معادلةمثلأيلاجرانج-أولارمعادلات
)كارتیزیةوغیركارتیزیة(أحداثیاتأیةمعاستخدامھاسھولةلاجرانجمعادلات
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الأحداثیات المعممة
ولاحظناكذلكغیرھاویبقىوقطبیةكارتیزیة،أحداثیاتالآنحتىاستخدمنا

لاجرانجمعادلاتأنكذلكوبینا.الأحداثیاتتلكمنأيباستخدامالحلأمكانیة
.سھلاأمراالأحداثیاتمنمجموعةأیةمعالتعاملتجعل

الأحداثیاتنكتبأنمنبدلاأذن(x, y, z), (ρ, φ, z) or (r, θ, φ)نبدأسوف
أي:الأحداثیاتمنآخرأونوعإلىتشیرلاعامةبرموزالأحداثیاتبكتابة

,q1):بالصورة q2, …, qN).
المعممةالأحداثیات:الأحداثیاتھذهتسمىgeneralized coordinates
التيالمعممةالأحداثیاتنختارالمجاورالشكلفيمثلا

المجاروالنظامیسمى.:ھناأنھاونجدالمسألةتخدم
.المذكورةبالطریقةألاصعبوحلھالمزدوجالبندول
أنالممكنفمنمعینبفضاءترتبطلاالمعممةالأحداثیات

.الأبعادمنnبعددتكون

21,θθ
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The Lagrangianاللاجرانجیان 
لقیطالمعادلاتمنمجموعةباستخدامنبدأسوف)السابع(القادمالباببدایةمع

.لاجرانجمعادلاتعلیھا
المعممةالأحداثیاتفكرةعلىیقوموھواللاجرانجیانعلىالمعادلاتھذهتقوم

:یليكما

وعةمجمعلىحالیاتعتمدبحیثدراستھاالمطلوبالدالةتعمیمتمكیفھنالاحظ
للزمنبالنسبةھوحالیاالاشتقاق(الزمن+مشتقاتھا+المعمةالأحداثیاتمن

.)xولیس
یليكمااللاجرانجیانكتابةیمكنوبھذا:

كتبفی.نفسھاللاجرانجیانببساطةھيصارتالتكاملداخلفيالتيالدالةأنأي
:یليكماالتكامل
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The Lagrangianاللاجرانجیان 
اللاجرانجیانمنالمطلوبLالتالیةالمعادلاتتحققأنالتكاملداخلفي:

عددھناكأذنnالسابقتینلانجرانج-أولارھمامعادلتینمقابلالمعادلاتمن.
یحددأي(المطلوبیحقق)35(معادلةفيالتكاملفأنالمعادلاتھذهتحققتإذا

یحققالمذكورالتكاملكانفأذاصحیحوالعكس.)العظمىأوالدنیاالقیمة
.صحیحةالمعادلاتھذهفأنالمطلوب

عشرالثامنالقرننھایةفيمعادلاتبتطویرلاجرانجقام
أساسیتینبمیزتینالمعادلاتھذهتتمیز:
مالمستخدالأحداثیاتنظامعنالنظربغضالشكلنفسلاجرانجمعادلاتتأخذ1.

.مسألةوكلمرةكلفينفسھاھيالحلفطریقةوبالتالي
ھلأسحلھاجعلمماالنظامعلىالخارجیةالقیودعلىتعتمدلاأنھاالثانیةالمیزة2.

.القیودتلكمنلقوىیخضعالنظامكانلوحتى
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میزة معادلات لاجرانج مقابل معادلات نیوتن
عشرالثامنالقرننھایةفيمعادلاتبتطویرلاجرانجقام
أساسیتینبمیزتینالمعادلاتھذهتتمیز:
المستخدمالأحداثیاتنظامعنالنظربغضالشكلنفسلاجرانجمعادلاتتأخذ

.مسألةوكلمرةكلفينفسھاھيالحلفطریقةوبالتالي
ھلأسحلھاجعلمماالنظامعلىالخارجیةالقیودعلىتعتمدلاأنھاالثانیةالمیزة

.القیودتلكمنلقوىیخضعالنظامكانلوحتى
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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