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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

علىتتحركالتيالخرزةمقیدة،فحركتھوبالتاليالحدیدسكةعلىیتحركالقطار
المرتبطةغیرالحركاتوأما.السلكمغادرةیمكنھالاحیثمقیدةحركتھاسلك
.المقیدةغیرالحركةفھيالحركةأنواعمننوععلىتجربھامابقوة
الدالةأولانتذكرfالبابفيلاجرانج-أولارمعادلةفيأساسیادورالعبتالتي

:إلىوتؤديالسابق

ھيدالةوجودونفترضوالمعادلةالدالةھذهمننستفیدسوف:L = T – U
أعلاه)1(المعادلةفياستخدامھاتملوبحیثاللاجرانجیاننسمیھاسوفوالتي
equationللجسمالحركةمعادلةتعطینافأنھا of motionكماالكمیاتونعرف
:التالیةبالصورةوتكتبللجسمالحركیةالطاقةھيT:یلي

الثانيوالحدUبالصورةویكتبللجسمالوضعطاقةعنیعبر:

0 (1)f d f
y dx y
∂ ∂

− =
′∂ ∂
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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

أنلاحظLأيالكلیةالطاقةعنتعبرلاT + Uالحركةطاقةبینالفرقوأنما
.الوضعوطاقة

الوضعطاقةحدویعمتمدالسرعاتعلىالحركیةالطاقةحدیعتمدإذن
,xالأحداثیاتعلى y, zنفسھفاللاجرانجیانوبالتاليLمعاالأثنینعلىیعتمد

4(الدالةعلى)1(المعادلةفيالتفاضلاتنطبق(:

الثانيللجزءثانیةمرةبالتافضلقمنالو:

أننجد)6(و)5(فيالأولالجزءبمقارنة:
صحیحةلاجرانجمعادلةأنأي

�̇�𝑥, �̇�𝑦, �̇�𝑧
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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

یليكماالمعادلاتنكتبإذنأبعادثلاثةفي:

السادسالبابفيلاجرانج-أولار:بمعادلاتلاجرانجمعادلاتبمقارنةقمنالو
.متطابقةلوجدناھا

للتكاملحلعنعبارةكانتالسابقةلاجرانج-أولارمعادلاتأنبما:
مشابھةالصورةھنا:
الأداءتكامل:التكاملھذایسمىaction integral،الأدنىبقیمتھیكونوعندما

principleالأدنىالأداءمبدأفیسمى of least action
فترةخلال2و1النقطتینبینیتبعھالذيللجسمالفعليالمسارفأنالحقیقةوفي

Hamilton’sھاملتونمبدأ:یسمىt2وt1بینزمنیة Principle

,      ,      and   . (7)d d d
x dt x y dt y z dt z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

L L L L L L
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(8)t

t
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الأحداثیات المعممة

النتیجةنفستعطيالتالیةالعباراتأنلناتبیناللحظةھذهحتى:
Fالثانينیوتنقانونباستخدامالجسممسارتحدیدیمكن1. = ma
لاجرانجمعادلاتباستخدامالمسارتحدیدیمكن2.
ھاملتونمبدأباستخدامالمسارتحدیدیمكن3.

فأنسبقكماولكنالكارتیزیة،الأحداثیاتباستخدامكانت)7(معادلات
نفسعنالتعبیرفنودولذاالخیاراتأحدإلاھيماالكارتیزیةالأحداثیات
أولافنعبر.عنھاالحدیثسبقالتيالمعممةالأحداثیاتباستخدامولكنالمعادلات

:لاجرانجمعادلاتنكتبثمالأحداثیات،تلكباستخداماللاجرانجیانعن

أطارفيقیاسھایتمأن:فقطواحدبشرطالأحداثیاتأنظمةلجمیعصالحةوھي
)زمنیامستقل(قصوريأسناد

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

[ , , , , , ]. (9)
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 For a single particle in two dimensions, in Cartesian coordinates, under some
arbitrary potential energy U(x, y), the Lagrangian is

 In this case, there are two Lagrange equations

 The left side of each equation is just

 The right side of each equation, in turn, is just

 Equating these, we have Newton’s second law

2 21
2 ( ) ( , ). (11)m x y U x y= + − L

,      . (12)d d
x dt x y dt y

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ 

L L L L

,      . (13)x y
U UF F

x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= − = = − =
∂ ∂ ∂ ∂
L L

,      . (14)d d d dmx mx my my
dt x dt dt y dt
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

   

 

L L

,            or    . (15)F ax yF mx F my m= = = 

7.1مثال 
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القوى والاندفاعات المعممة
یعطيالكارتیزیةالأحداثیاتفيلاجرانجمعادلاتمنالأیسرالجزءأننلاحظ:

جزءالھذابحسابونقوالمعمةالأحداثیاتنستخدمعندماعام،بشكلإذن.للقوةھيالنتیجةوھذه
لقوةبانسمیھا:مشابھبعملتقومأوالقوةتشبھمانتیجةعلىنحصلفأننالاجرانجمعادلاتمن

generalizedالمعمة force:

المعممةالاندفاعاتیعطيالمعادلاتمنالأیمنالجزءالطریقةبنفسgeneralize momentum

أنھاعلى:لاجرانجمعادلةإلىینظرمبسطبشكل:

معدل تغیر الاندفاع المعمم= القوة المعممة 
generalized force = rate of change of generalized momentum

,      . (16)x y
U UF F

x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= − = = − =
∂ ∂ ∂ ∂
L L

( th  component  of  generalized  force). (17)
i

i
q
∂
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 Same as example 7.1, but in polar coordinates. In this case, the potential
energy is U(r, φ), the kinetic energy:

 so the Lagrangian is just

 In this case, there are two Lagrange equations

القوةحدھوالأولالحد:

الریاضیةالعلاقةنتذكرالثانيالحدلفھم:

أذن:
:الریاضیةالعلاقةمناستفدناحیث

7.2مثال 

).( 222
2
1 φ rrmT +=

2 2 21
2 ( ) ( , ).m r r U rϕ ϕ= + −L

( )2 2 2

,      

,     2

d d
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ϕ ϕ ϕ ϕ
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∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂
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∂ ∂
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∂ ∂
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φ φ
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∂
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العلاقة؟تلكتعنيماذا

علیھا؟حصلناالتيالحدودماھي

7.2مثال 
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r r

UU
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ϕ
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∂ ∂
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∂ ∂
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→∇ = +
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∂
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∂
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∂





الزاويالاندفاع

التسارع المركزي

عزم اللي

2mr ϕ
2r rϕ− 

rFϕ
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القیود(قیودمنمتحررةأنھالاجرانجمعادلاتیمیزمابأنسابقاذكرنا(.
عیخضمثالفيالموضوعنفصولكنلاحقابالتفصیلالموضوععننتحدثسوف

.)بلالحبقیدمرتبطةالكتلة(سقفمنیتدلىبحبلمعلقةصغیرةكتلة.للقید
التاليالقیدتحتبعدینفيالكتلةتتحركالشكل،منواضحھوكما:
منالتخلصیمكنالمسألةلحلyبدلالةعنھاوالتعبیرxأي
الأحداثياستخدامیمكنذلكمنأسھلولكنφ
أولانكتبكالمعتاد:L = T – Uبدلالةφ
باعتبارالرسممنواضحوھوالجھد،حدعنذلكبعدنبحث
:وبالتاليالصفريالجھدفرقیمثلالصورةأسفلأن

U = mgh = mgl(1 − cos φ).
:الحركیةالطاقةحدمعالشئنفس
لاجرانجمعادلةبتطبیقأخیرانقوم:

:النتیجةعلىونحصل

مثال على نظام مقید-7.2

.22 yx +=

.22 xy −= 

.22
2
12

2
1 φmmvT ==

,
φφ ∂
∂

=
∂
∂ LL

dt
d

2sin . ( )mg m Iϕ ϕ α− = ≡
 



للمثالأكثرتوضیح:
بالصورةالحركیةالطاقةحداخترنالماذا:أولا
السرعةلأن:ج
للأحداثيبالنسبةالأیسرالحدفيالتفاضل:ثانیاφ

قبل)-(أشارةوجودلاحظUالدالةفيL = T – U
الأیمنالحدفيالتفاضل:ثالثا:

مثال على نظام مقید-7.2

.22
2
12

2
1 φmmvT ==
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[ ]
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∂
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∂
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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