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منمكوننظاملدیناكانلوNوسمیناھاالأجساممنα = 1, …, Nمواقعوكانت
,q1الأحداثیاتنسمىسبقكما.rαھيالأجسامھذه …, qnالمعممةبالأحداثیات.

یليكماالأحداثیاتبدلالةالمواقععنالتعبیریمكن:

التاليالعكسيالتعبیریمكنبالمقابل:

3یتجاوزلاالمعممةالأحداثیاتفعددالأبعادثلاثيكارتیزينظامفيمثلاN.
ھماأحداثیینوجودمنبالرغم)7.2(السابقالبندول:مثال(x, y)أحداثیاھناكفأن

:حیثφھوواحدامعمما
r = (x, y) = (l sin φ, l cos φ).

مزدوجبندول(المجاورالشكلفيآخرومثال(:
r1 = (l1 sin φ1, l1 cos φ1)= r1(φ1)                                              (36)

r2 = (l1 sin φ1 + l2 sin φ2 , l1 cos φ1 + l2 cos φ2)= r2(φ1, φ2) (37)

الأنظمة المقیدة بشكل عام-7.3

1( , , , )       [ 1, , ], (34)r nq q t Nα α= = 

1( , , , )       [ 1, , ]. (35)r ri i Nq q t i n= = 



للنظامالمتاحةالحریةدرجاتعنالحدیثالمناسبفمنما،نظامعننتحدثعندما
ومستقلحربشكلبھایتحركأنیمكنھالتيالاتجاھاتأي
بینماوالرأسي،الحبلبینالزاویةوھيواحدةحریةدرجةلدیھالبسیطالبندول

)الثانيالحبلوزاویةالأولالحبلزاویة(للحریةدرجتانلدیھالمزدوجالبندول
لدیناكانإذا:یليكمامانظامعلىالمفروضةالقیودنفھمأنیمكنناNالأجساممن

،)أبعادثلاثةفي(مقیدالنظامفأن3Nمنأقلھيالمتاحةالحریةدرجاتوكانت
2Nمنأقلالحریةدرجاتعددكانأذامقیداالنظامیصبحبعدینفيأما
حریةدرجات6لدیھالحرالصلبالجسم.
فقطواحدةحریةدرجةلدیھاسلكعلىتتحركالتيالخرزة.
للحریةدرجتینلدیھ:مستويسطحعلىفقطیتحركجسم
الحریةدرجاتعدد=المعممةالأحداثیاتعددأنبما
درجةلكلمعادلة(الحرةدرجاتعدد=لاجرانجمعادلاتمنعددھناكأذن(
ھولونومينظام«یسمىأعلاهذكرمایحققنظامأي«holonomicأیضاوالقیود

.الھولونومیةالقیود:تسمى
أسھلحلھالأنالنوعھذامنالمقررھذامسائلجمیع

)درجات الحریة(الأنظمة المقیدة بشكل عام -7.3
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بعدین(مستويسطحعلىموجودةكرةنتصوردعنا(.
الكرةأعلافيعلامةورسمناالأصلنقطةفيالكرةوضعنالو
محورعلىكاملةبدورةالكرةحركناثمxثانیةمرةتظھرسوفالعلامةفأن
محورعلىالكرةدحرجنالوyأیضاالعلامةتظھرسوفكاملةبدورة
فأنالوترطورعلىالمرةھذهولكنالأصللنقطةوأعدناھاالكرةدحرجنالوولكن

تظھر؟لنالعلامة
الأحداثیینأنذلكومعنىxوyدقیقبشكلالحركةلوصفكافیینغیر
ثلاثتوفیرإلىنحتاجوبالتحدیدأضافیة،دورانعملیاتإلىنحتاجسوفإذن

الحركةوصفلأتمامدورانیةحركات
الأصلھي2بدلأحداثیات5لدیناصارإذن
ھولونوميغیر(یسمىالنظامھذامثل(nonholonomic

)ةالأنظمة غیر الھولونومی(الأنظمة المقیدة بشكل عام -7.3
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• Consider the Atwood machine first met in Figure 4.15 and
shown again in Figure , in which the two masses m1 and m2 are
suspended by an inextensible string (length l) which passes over
a massless pulley with frictionless bearings and radius R. Write
down the Lagrangian , , using the distance x as generalized
coordinate, find the Lagrange equation of motion, and solve it
for the acceleration Compare your results with the Newtonian
solution.

آلة أتوودز7.4مثال 

L

x
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• Consider a particle of mass m constrained to move on a
frictionless cylinder of radius R, given by the equation ρ = R in
cylindrical polar coordinates (ρ, φ, z). Besides the force of
constraint (the normal force on the cylinder), the only force on
the mass is a force F = -kr directed toward the origin. Using z
and φ as generalized coordinates, find the Lagrangian L. Write
down and solve Lagrange’s equations and describe the motion.

•

جسم یتحرك على سطح اسطواني7.5مثال 
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• A bead of mass m is threaded on a frictionless circular wire
hoop of radius R. The hoop lies in a vertical plane, which is
forced to rotate about the hoop's vertical diameter with
constant angular velocity , as shown in Figure . The bead's
position on the hoop is specified by the angle e measured up
from the vertical. Write down the Lagrangian for the system in
terms of the generalized coordinate θ and find the equation of
motion for the bead

خرزة حرة على أطار یدور بسرعة زاویة ثابتة7.6مثال 

ωφ =
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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