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السابقةالمحاضرةفيعلیھاحصلناالتيالمعادلاتبآخرللتذكیر:

مضروبات العزوم
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الكمیةتسمىأیضا،وللتذكیرIالقصوربعزمعامبشكلmoment of inertiaتشیرتذییلھلھویضاف
IzوIyكذلكوھناكxمحورحولالقصورعزمIx:فمثلاالمحاورأحدإلىالعزمھذانسبةإلى

24(العلاقةإلىتوصلنافقدالسابقةالمحاضرةبحسب(القصورلعزمIzمعادلةوأما)فیمكن)27
IyzوIxzنسمیھسوفالتناسبوثابتωالزاویةالسرعةمعطردیاتتناسبانLyوLxمنكلاأنملاحظة

:أنأيالترتیبعلى

العطالةمضروباتأحیانا(للجسمالذاتيالقصورعزوممضروبات)29(معادلةفيالكمیتیننسمي(.
للدورانالقصورلعزومترمزأنھاأيyأوxأماآخرحرفإلىأضافةzبالحرفمذیلمنھاكلاأنلاحظ
:إلىنحتاجالقصورعزوممنظومةتكتملوحتى.zمحورحول

زملائھمعترمیزیایتوافقحتىفقطولكن)24(معادلةفينفسھوھو

مضروبات العزوم
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محورحولیدورالذيللجسمكاملبشكلالزاويالاندفاعكتابةیمكنإذنzیليكما:

المضاریبتلكحسابإلىنحتاجالاندفاعوحسابالمعادلةھذهحلیمكنناحتى)Ixz, Iyz, Izz(جسملكل
.وأبعادهشكلھبحسب

للتوضیحمثالبحلنقومالتالیةالشریحةفي.

مضروبات العزوم

( ), , (30)L xz yz zzI I Iω ω ω=
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 Calculate the (simple) moments and products of inertia for rotation about the z
axis of the following rigid bodies:

(a) A single mass m located at the position (0, yo, zo) as shown in the figure below
left.

(b) The same as in part (a), but with a second equal mass placed symmetrically
below the xy plane (below middle).

(c) A uniform ring of mass M and radius ρo centered on the z axis and parallel to the
xy plane (below right)

حساب مضروبات عزوم القصور10.1مثال 
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• (a) The products we have to calculate are:

Since x = 0, these reduce to

This confirms that L is not along the rotation axis (this one is going to
wobble).

• (b) For the two mass system, we have to calculate sums:

This illustrates that when symmetries occur (like the one about the y axis in
this case), the product of inertia for that axis can become zero. In this case,
there is reflection symmetry about the y axis. Because both Ixz and Iyz are
zero, L is along the rotation axis. Note that both rods experience a torque,
but they balance.

• (c) For the ring, we would normally have to do an integration, but due to the
symmetry we can do this without a formal mathematical integration. You
can easily see that Ixz = 0, since the x coordinate for each element of mass
can be paired with another with negative x coordinate. Likewise for Iyz.
Since (x2 + y2) = ρo

2 = constant, Izz is just

)الحل(حسبا مضروبات عزوم القصور10.1مثال 

;        ;xz yzI m x z I m y zα α α α α α= − = −∑ ∑ 2 2( ).zzI m x yα α α= +∑

20;        ;         xz yz o o zz oI I my z I my= = − =

20;        [ ( ) 0;         2xz yz o o o o zz oI I m y z y z I my= = − + − = =

( ) 2 2 .zz o oI m Mα ρ ρ= =∑
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الجزءالمثالھذافيمھمةملاحظةھناك(c)عداالصفرتساويالعزوممضروباتأنحیثIzzالذي
.متوقعھوكماالقطرنصفمربعفيالكتلةیساويببساطةكان

محورحولمتناسقاالنظامیكونعندماأنھنستفیدھاالتيالمھمةالفائدةzذلكحولتدورعجلةمثل
.Izzعداصفراتساويالمضاریبجمیعفأنالمحورحولتمامامتناسقةالعجلةكتلةتكونبحیثالمحور

)الحل(حسبا مضروبات عزوم القصور10.1مثال 
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 (a) A thin uniform rod of mass M and length L lies on the x axis with one end at
the origin. Find its moment of inertia for rotation about the z axis.

 (b) What if the rod’s center is at the origin?
(a) Because the rod is uniform, it has a uniform density that we can characterize as
a linear mass density µ = M/L.: We want to find the products of inertia Ixz, Iyz and
Izz. Because this is a thin rod (i.e. we are not supposed to worry about the
thickness), we need to take y = z = 0, so Ixz and Iyz are identically zero. The
remaining sum,

is to be converted to an integral over the length by considering an element of mass 
dm = µ dx:

Because µ = constant, we have the solution

(b) To calculate it for rotation about the rod center, we simply integrate from −L/2
to L/2:

حساب مضروبات عزوم القصور لعمود یدور10.2مثال 
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وسمیناهثابتمحورحولالدورانعنالآنحتىنقاشناكانعامبشكلzوأنمادائمایحصللاھذاولكن
كليفویتقلبالفضاءفيحراسقوطایسقطصندوقاتخیلتلومثلاالحرالدورانفیھایتمحالاتتوجد

.الاتجاھات

زاويباندفاعیسمحالمحوریكونعندماولكن.الدورانحولھایتمأنیمكنمحاورعدةھناكأذنLیكون
Principalالرئیسيالمحور:المحورنسميالحالةھذهففيωالزاویةالسرعةاتجاهنفسھواتجاھھ
Axes

یليكماالزاویةالسرعةنكتبحرةأبعادثلاثةفيأذن:

22معادلةانظر(بالعلاقةالزاويالاندفاععننعبروبالتالي(:

متجھلأيr = (x, y, z)یليكماكتابتھیمكن:المضروبمنالحدود:

العلاقةاستخدامیمكنأوالفكلطریقةالتالیةالشریحةانظر:

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3
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یليكماالزاويالاندفاعلمركباتالعامةالصورةكتابةیمكنناومنھا:

حیث:

راءأجخلالخاصةمعھاالتعاملبساطةأجلمنممتدةبصورةالمعادلاتھذهكتابةبتسھیلذلكبعدنقوم
.المختلفةالریاضیةالعملیات

33(معادلاتعنعوضاالتاليبالطریقةالزاويالاندفاععننعبرسوف(:

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3
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مصفوفاتبصورةكتابتھاویمكننا:

الكمیة)35(معادلةفيIالقصورعزمممتدةتسمىmoment of inertia tensor

والممتدةالمصفوفةبینالجوھريالفرقtensorالكمیةأنأيمتجھيبشكلالحقیقةفيھيالأخیرةأنI
.كذلكمتجھةكمیةھوالمصفوفةناتجوبالتاليمتجھھكمیةھي

الممتدةھذهممیزاتبعض:

التناسق:أولا:Iij = Iji

المصفوفةمنقول:ثانیاtranspose:النقلعملیاتتحتالمصفوفةھذهتتغیرلا

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3

, , (35)I ω L
xx xy xz x x

yx yy yz y y

zx zy zz z z

I I I L
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ω
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ھيالكلیةكتلتھبأننفترضمكعبلدیناMحرفھوطولaالأصلنقطةعندالسفليركنھحولویدور
.الثلاثةالمحاورمنأيعلىیكونفممكنالدورانمحورحددناأننامعناهلیسوھذا.الشكلفيكما

الجمععملیاتتحویلفعلیناالشكلمنتظمالمكعبأنبما Σتكاملعملیاتإلى.

تكاملات9بإجراءنقومأنعلینا)33(المعادلاتبحسب.
Ixxفأنالشكلمنواضحھوكماولكن = Iyy = Izzالثلاثةلھذهوبالتالي
.النتیجةنفسلھاالمختلطةالعزومكذلك.النتیجةنفسعزوم

.تكاملینإلىفقطنحتاجإذن

یليكماالسابقالتكاملكتابةیمكن:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 
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المختلطةالتكاملاتأما:

مصفوفةأذنIتصبح)35(معادلةفي:

الزاويالاندفاعحسابمثلاأردنالوLمحورحولx:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 
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سوف:المكعبمركزفيواقعةالأصلنقطةبأننفترضالمرةھذهفيولكنالسابقالمثالنفسنكرر
Ixxللعزومالتكاملاتأننلاحظ = Iyy = Izzالتكاملحدودتغییرمعالسابقةنفسھاھي:

ھيالعزومممتدةتصبحأذن.أصفاراتساويالمختلطةالحدودجمیع:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 
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ممتدة العزوم لجسم بشكل مخروط10.3مثال 
• Let’s do one more example—Find the moment of inertia tensor I for a spinning top

that is a uniform solid cone (mass M, height h, and base radius R) spinning about its
tips. Choose the z axis along the axis of symmetry of the cone, as shown in the figure.
For an arbitrary angular velocity ω, what is the top’s angular momentum L?

• The Izz element is given by the integral:

where the volume density is 

• This is most easily solved in cylindrical polar coordinates, 

(ρ, φ, z), where ρ2 = (x2 + y2).  NB: The two rho’s are different! Then

• The Ixx and Iyy elements are equal, and are

2 2( ),zz V
I dV x yρ= +∫

( )2/ 3 / .M V M R hρ π= =

2 2 2 23
20( ) ( 4 ).xx V

I dV y z M R hρ= + = +∫

2 / 2

0 0 0
4

/ 3 4 2

0 0 0

32
2 10

h Rz h

zz

h Rz h h

I dz d d

Rdz d z dz MR
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π
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πρπρ ρ ρ

=

 = = = 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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ممتدة العزوم لجسم بشكل مخروط10.3مثال 
• All of the off-diagonal elements are zero. Note that symmetry about any two axes

guarantees that all of the off-diagonal elements are zero. Then, the moment of inertia
tensor is:

• The last form is just for further discussion.  A matrix with all zero off-diagonal elements 
is, as we said, called a diagonal matrix.  We can then write

• What this means is that whenever ω points along one of the three coordinate axes, L
and ω are parallel.  This brings us (finally) to the concept of principal axes of inertia.

• While this may not look remarkable, notice that if the angular velocity w points along 
one of the coordinate axes, then the same is true of the angular momentum L. For 
example, if w points along the x axis, then ωy = ωz = 0, hence:

2 2
1

2 2
2

2
3

4 0 0 0 0
3 0 4 0 0 0 .
20

0 0 2 0 0

R h
M R h

R

λ
λ

λ

 +  
   = + =   
     

I

1 2 3( , , ).x y zλ ω λ ω λ ω= =L Iω

1( ,0,0)L Iω xλ ω= =
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رئیسیةمحاور3لھاالصلبةالأجسامجمیعأنإلىالآنحتىتعرفناprincipal axesكیفعرفناكما
المائلالقطريالمحورفيواقعةالرئیسیةللمحاورالمنسوبةالعزومتكونبحیثالعزومممتدةنشكل

.للممتدة

بالصورةالزاويالاندفاعمتجھعنعبرنالذلك:L = (λ1ω1, λ2ω2, λ3ω3).

نظامبالالمرتبطالأسناديالأطارذلكومنھاالأسناد،أطرعنالحدیثالدراسيالفصلأولفيكذلكسبق
.یدورأوحركیتنفسھالنظامكانلوحتىللنظامبالنسبةثابتایعتبروبالتاليالنظاممعیتحركأينفسھ،

الصلبالجسمحركةیصفالذيھوأسناديأطارتصوربالإمكانإذنbody frameمرتبطآخروأطارا
جسمالأطارالأولونسمي.لھبالنسبةثابتاأومستقراویعتبرتمامامعھیتحركبحیثالصلببالجسم
spaceالفضائيالأطاروالثاني frame.ھيالأطارھذاأحدثیاتأننعتبرسوفx, y, zونستخدم
,e1ھيمتجھاتوحدات e2, e3الأحداثیاتنظامعلىعملیاتناضمن.

Euler’s Equationsمعادلات أولار -10.7

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



الزاويالاندفاعوبینالخطيالاندفاعحالةفيوالقوةللزمنبالنسبةالاندفاعتفاضلبینالعلاقةتذكر
:التالیةالعلاقةلدینالذلك.الدورانحالةفيالليوعزم

التالیةبالعلاقةالنظامانیرتبط:

أولارمعادلات:یسمىماإلىنصلالعلاقةھذهومنEuler’s equation

قلیلقبلالمذكورةالعلاقةباستخدامL = (λ1ω1, λ2ω2, λ3ω3).إلىالمعادلةھذهنفكأننستطیع
أولارمعادلاتنسمیھامختلفةمعادلاتثلاث

Eulers Equationsمعادلات أولار -10.7

τ
space

Ld
dt

  =  (28) 
 

    

space body

L L ω Ld d
dt dt

   = + ×  (28)   
   

    

τL ω L+ × =  (29)     
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بالصورةأولارمعادلاتعلىالحصولإذنیمكننا:

الكمیةالمعادلاتھذهتعطيwرفةلمعالحاجةبسببالشئبعضصعباحلھاویتعبر.الجسملاطاربالنسبة
.المعطاةالليعزومقیم

الصفرتساويالليعزومقیمكانتلوأسھلالمعادلاتھذهتصبح.

Euler’s Equationsمعادلات أولار -10.7

1 1 2 3 2 3 1

2 2 3 1 1 3 2

3 3 1 2

1 1 2 2 3 3

1 1 2 3 3

1 2 3

2

, ,
, ,

( )
( )

( )
( ) (30)
( )

τ

τ
τ
τ

L ω L
L  
L

λ ω λ λ ω ω
λ ω λ λ ω ω
λ ω λ λ

λ ω λ ω λ ω

λ ω λ ω

ω

ω

ω

λ

+ × =  (29)

→ =

∴(29) →
− − =
− − =
− − =

=













  

    

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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