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 صѧѧѧورة  صѧѧѧورتين متكѧѧѧافئتين، همѧѧѧا نعلѧѧѧم أنѧѧѧه يمكѧѧѧن وصѧѧѧف ميكانيكѧѧѧا الكѧѧѧم بواسѧѧѧطة              

 عبѧѧارة عѧѧن عوامѧѧل تفاضѧѧلية وصѧѧورة هيزنبѧѧرج وتمثѧѧل فيهѧѧا     شѧѧرودنجروتكون فيهѧѧا المѧѧؤثرات 

اسѧتحدث   ونتيجة للتشابه بين المؤثرات التفاضلية والمѧؤثرات المѧصفوفة،         .المؤثرات بمصفوفات 

ديراك طريقة مختصرة لكتابة آل من الدوال الموجية والتكاملات التى تتضمنها علاقѧات نظريѧة              

وسѧنورد  . الكم لإضفاء سهولة على العمليات الرياضية ولإبراز المعنѧى الفيزيѧائى لهѧذه العلاقѧات        

  .هنا نبذه مختصرة عن آيفية آتابة علاقات نظرية الكم باستخدام هذه الرموز

g*(x) g(x) لدالةفتكتب ا ة لهافقوالدالة المرا   :فى الصورة التالية 

                                                     gxg (x) = 

( )

  

                                                     xgxg =∗   

x g      رѧي المتغيѧو عل          ѧصريح للدالѧاد الѧب   ت، ف ة  لأنه من الأنسب عدم ذآر الإعتمѧادلات    كتѧذه المعѧه

   :آالآتيبصورة أآثر اختصاراً 

)1(                                                     gg (x) = 

( )

  

)2(                                                     gxg =∗   

 العلاقѧات الѧسابقة أن القѧوس قѧد تѧم            فѧي ويلاحѧظ   .  باللغة الإنجليزية براآѧت     Lويسمى القوس   

الѧشطر الأول  وهѧى  " برا"ويطلق عليه اسم     L شطره الى نصفين يرمز للشطر الأول بالرمز      

 شطروهѧى الѧ   " آѧت "اسѧم   يѧه   يطلѧق عل  و Lويرمѧز للѧشطر الثѧانى بѧالرمز         " براآѧت " آلمة   من

  .g(x) بمتجه الحالة بدلاً من دالة الحالة g ويسمي الرمز ".براآت " الآخر من آلمة  

  :في الصــورة g1(x) ،g2(x) تكامل حاصل ضرب دالتينيكتب و

∫ ∫ (3)                     =  d xgxxg  d x (x ) g(x) g*
2121    

حاصѧѧل الѧѧضرب القياسѧѧي لمتجهѧѧي الحالѧѧة   اً آصاراختѧѧ آتابѧѧة هѧѧذا التكامѧѧل بѧѧصورة أآثѧѧر   يمكѧѧنو

  : الآتيآ

 (4)                                          ∫ = 2121  gg  d x (x) g(x)g*  

 1



 رموز ديراك                                 هشام العطار                  ./     د                                             2ميكانيكا الكم   

21ويسمى التكامل   gg

∫ = 1   d x (x) u( x ) u n
*
n

 يمكѧن  وبѧنفس الطريقѧة   . g1،g2 حاصل الضرب القياسѧي لكѧل مѧن     ب

  : رة التاليةآتابة علاقة المعايرة للدوال المميزة في الصو

                                                            

1= (5)                                                      nn uu 

( )∫ ≠=  n ) ( m    d x xu( x ) u m
*
n 0  

  

  :  في الصورة للدوال المميزةعلاقة التعامدتكتب و

                           

(6)                      n ) ( m   uu mn = 0

( )

≠  

  : يهو مؤثــر هيرميت Â والشرط الدال أن مؤثر

( )∗∫ ∫∗ =  d x   u uÂ    d x  uÂ  u 2121                                

2121 uuÂuÂu = )7                                       (  

قѧد آتѧب داخѧل النѧصف      Â مѧؤثر ال أن  )"7(العلاقة   "ي هيرميت مؤثرال شرط أن    في        يلاحظ  

 وأن  u2  يѧؤثر علѧى    Â مѧؤثر الالأيمن للقѧوس وذلѧك فѧي الطѧرف الأيѧسر للمعادلѧة ويعنѧى هѧذا أن                   

نفس المؤثر آتب فѧي النѧصف الأيѧسر للقѧوس وذلѧك فѧي الطѧرف الأيمѧن للمعادلѧة ويعنѧى هѧذا أن                 

يمكѧѧن آتابتѧѧه فѧѧي   ) 7(مѧѧن طرفѧѧي العلاقѧѧة    ونѧѧستنتج مѧѧن ذلѧѧك أن أى   u1 يѧѧؤثر علѧѧى  Â مѧѧؤثرال

 :صــورة موحدة هى

21 uÂu )8                                (                 

 وهѧى صـѧـورة مرغѧوب       u2  أو علѧى   u1  علѧى  Â مѧؤثر الوهذه الصــورة لا يفهم منهѧا هѧل يѧؤثر           

21 سمى الرمѧѧزويѧѧ. فيهѧѧا فѧѧي آثيѧѧر مѧѧن العلاقѧѧات الرياضѧѧية فѧѧي نظريѧѧة الكѧѧم uÂ u صر بѧѧعن

21ومѧѧن البѧѧديهى أن . u1 ،u2  بѧѧيناً مѧѧأخوذÂ مѧѧؤثر المѧѧصفوفة uÂ u ددى لاѧѧم عѧѧو رقѧѧوه 

  .x  لأنه يمثل قيمة تكامل قد تم اجراؤه علىx يعتمد على

  : هيرميتي وآانÂويلاحظ أنه إذا آان المؤثر 

                                          ϕψ =Â   

  :فإن هذا يؤدي إلي
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                                                Âψϕ =  

  :وآانغير هيرميتي  Âأما إذا آان المؤثر 

                                          ϕψ =Â   

  :فإن هذا يؤدي إلي

                                                Âψφ =  

  :حيث  

                                                  φ ϕ≠  

          لمѧѧا آѧѧان إيجѧѧاد مرافѧѧق المرافѧѧق لدالѧѧة مѧѧا هѧѧى الدالѧѧة نفѧѧسها وهѧѧى مѧѧا يمكѧѧن آتابتѧѧه علѧѧى      

  :الصورة التالية

( ) g   g =
∗∗  

  :فإنه يمكن استنتاج العلاقة التالية

(9)                                    ∗= 1221 gggg

( )

  

  ).أو العكس (   والطرف الأيمن لهذه المعادلة هو مرافق المرافق للطرف الأيسر 
  

�xאh�f�i}�hאמ�f��	%��`iא��������א�����f%��:� �
 فѧѧإن ،علѧѧى الترتيѧѧب  Â مميѧѧزة للمѧѧؤثر القѧѧيم المميѧѧزة والال ودالѧѧهمѧѧا  gn(x) ،an        إذا آانѧѧت

  :معادلة القيمة المميزة

( )xgaxgÂ nnn =                                             

  :يمكن آتابتها في احدى الصــور التالية

                                         nnn gxagxÂ =  

 ه العلاقѧ  يمكن اختصار  ف xلأنه من غير الضروري الإشارة بوضوح إلي الاعتماد علي المتغير           و

   : إلي الصورةالسابقة

                                             nnn gagÂ =  
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متجѧه  "ميѧز   فإننا نشير إلي متجѧه الحالѧة الم  Âللمؤثر " دالة ذاتية " دالة مميزة    gn(x)لأن الدالة   و

 يدل علѧي أننѧا نتعامѧل        naحيث أن الرمز    . ng بدلاً من الرمز     naبالرمز  " الحالة الذاتية 

ولأن . anله هي " الذاتية أو المناسبة"وأن القيمة المميزة " ذاتي أو مناسب "مع متجه حالة مميز     

 بѧصورة أآثѧر اختѧصاراً        الѧسابقة  العلاقѧة يمكѧن آتابѧة      مل أي معلومات إضافية فإنѧه      لايح uالرمز  

   :آالآتي

)10                                        (nnn aaaÂ =  

 an eigen"  الѧѧذى لا يحتѧѧوى معلومѧѧات عѧѧن احѧѧداثيات الدالѧѧة المميѧѧزة   naويѧѧسمي الرمѧѧز 

function"المتجه المميز ب "an eigen vector"أو آت المميز  "an eigen ket"  ةѧوالمعادل 

 ويلاحѧظ أن الѧبعض   ."an eigen bra" المرافقѧة لمعادلѧة القيمѧة المميѧزة يظهѧر بهѧا بѧرا المميѧز        

   :ياناً بالصورةأح) 10( وبالتالي تكتب العلاقة n بالرمز naيشير المتجه المميز

                                               nanÂ n=  

  

x}��=∑�א��
n

nn gaΨ 

( )

xאh�f�i}�hאמ�f��	%��:� �

      يمكن آتابة المفكوك 

( )∑ (11)                                   =
n

nn x ga  xΨ    

  : في الصورة التاليــة xآتابة الإعتماد على الإحداثيات باستخدام رموز ديراك مع عدم 

(12)                                       ∑=
n

nn gaΨ  

  : لنحصل عليmg من جهة اليسار في) 12 ( العلاقةضرب طرفين  an قيمةلتعيينو

                                  ∑=
n

nnmm gagg Ψ  

∑=                                    
n

nmn gga  
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∑ ومن علاقة التعامد نجد أن من بѧين الحѧدود التѧى يحتويهѧا المجمѧوع               
n

يوجѧد حѧد واحѧد فقѧط لا          

ولأن  ،≠nmإذا آانѧѧѧѧѧت   يѧѧѧѧѧساوى صفѧѧѧѧѧـراً لأن nm gg 0=1=nm gg

n

إذا آانѧѧѧѧѧت  

m   :وبالتالي نحصل علي. =

)13           (                                  mm ga Ψ=  

  :نحصل علي علاقة المفكوك بالصورة) 12(في ) 13(بالتعويض من  

)14(                                ∑
n

nn gg=Ψ

    a
n

n 12 =∑

Ψ  

  

�xאh�f�i}�hאמ�f��	%��Xא;��{א���8�: 
  الإحتواء         علاقة يمكن استنتاج

(15)                                                        

Ψ ة يباستخدام رموز ديراك فإذا آانت الدالة الموج  -: معايرة فان

                                                              ( ) ( )     dxx ψxΨ 1=∫ ∗

(16)                                                       1  ΨΨ =  

  : في الصــورة التاليــةΨΨويمكن أيضاً آتابة 

( ) ( )   dxx ψxΨ ∗∫                                = ΨΨ

dxuaua
m

mm
n

nn ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑∫ ∑ ∗∗

dxuaua mmn
n m

n

  

                  

∗ ∗∑∑∫=                          

∗∑∑ )17                    (=
n

mnm
m

n uuaa  
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الحدود الناتجة من عمليتى الجمع تساوى   نجد أن،uبتطبيق شرطي التعامد والمعايرة للدوال و

ويعنى هذا أن عمليتى الجمع  . ولا تســاوى صفراً إذا آانت≠ mn  انتصفراً إذا آ mn=

∑∑
mn

∑  : يمكن آتابتها على انها عملية جمع واحدة) 17( فى العلاقة 
n

                              ∗∑=
n

nnnn uuaaΨΨ  

                                      ∑ == ∗

n
nn aa 1

12 =

  

                                                         ∴ ∑
n

na  

  

Xא;��{א���f%������:�א��{h`�א��%� �

( ) باسѧتخدام مجموعѧة مميѧزة متعامѧدة         آمفكѧوك    xq يمكن آتابة أى دالة   ) 14(من العلاقة           

   :un ولتكن "complete orthonorml set" معايرة تامة

( ) ( )∑                                        =
n

nn xucxq  

                                   ∑=
n

nn uquq  

( )xq∗ويمكن آتابة الدالة المرافقه   : الصورة علي

                                  ∑== ∗

n
nn uuqqq  

( ) xs دالةاليمكن آتابة   وبالمثل  

( )

معѧايرة  المتعامѧدة   المميѧزة   المجموعѧة   ال  نفѧس  باسѧتخدام  آمفكوك   

   :un تامةال

( )∑                                         =
n

nn xudxs  

                                   ∑=
m

mm usus  

  : علي الصورةq ،sوبالتالي فيمكن آتابة حاصل الضرب القياسي لمتجهي الحالة 
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                     mmn
n m

n usuuuqsq ∑∑=  

عمليتѧѧى الجمѧѧع يمكѧѧن آتابتهѧѧا علѧѧى انهѧѧا   أن ، نجѧѧدuبتطبيѧѧق شѧѧرطي التعامѧѧد والمعѧѧايرة للѧѧدوال  و

∑عملية جمع واحدة
n

:  

                                     ∑=
n

nn suuqsq  

∗∑=
n

nn dc                                                    

  

���4%�i����א��������n	}א������:�Aא���� �
 والتѧѧي يمثلهѧѧا المѧѧؤثر   Aلقيѧѧاس الكميѧѧة الفيزيائيѧѧة   " المتوقعѧѧة"يجѧѧاد القيمѧѧة المتوسѧѧطة   لا  

  : نحسب التكاملÂالتفاضلي 

                                        
∫
∫

∗

∗

=
τψψ

τψψ

d

dÂ
A  

  :وباستخدام رموز ديراك يمكن آتابة القيمة المتوسطة علي الصورة

ψψ
ψψ Â

A =                                               

   :فإن" معايرة" وآانت مسواة Âللمؤثر " ملائمة" دالة حالة مميزة ψوآحالة خاصة إذا آانت 

a
a

A ==
ψψ
ψψ

                                              

  : حيثÂللمؤثر " الملائمة" هي القيمة المميزة aحيث 

                                                             ψψ aÂ =
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