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Heisenberg approach of quantum mechanics 

א��מ %���%��� 1
 1
}�א��� �}Zyא�����    
or Matrix formulation of quantum mechanics� �
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يمكن الحصول على نفس النتائج التى تعطيها نظرية شرودنجر باستخدام نظرية اخرى 

برج لاتستخدم الدوال الموجبة على الاطلاق بالرغم من تطابق النتائج النهائية تسمى نظرية هيزن

 في نظرية شرودنجر ما  لما سبق ذآره وهو أن الدالة الموجبةلكلتا النظريتين وهذا يعتبر تأييداً

  .نظمة الكميةلألدراسة امجرد أداة رياضية هي إلا 

ة آ المسافة وآمية الحرآة وطاقة الحرتمثل الكميات الديناميكية مثلفى نظرية هيزنبرج   

ستخدام قاعدة عدم التحديد لهيزنبرج فى إوتصاغ هذه الكميات فى الصورة الكمية ب. بمصفوفات

ولما آانت قاعدة عدم التحديد وفروض دى برولى . صورة علاقات مبادلة بين المصفوفات

  . متكافئة فإن نتائج نظريتى شرودنجر وهيزنبرج متكافئتان

ج وبورن زنبر والتي أسسها آل من هيزنبرجلناحية التاريخية فإن نظرية هيومن ا  

 علي تكافؤ الصورة 1926 وقد برهن شرودنجر عام .وجوردن سابقة لنظرية شرودنجر

  .الموجية والصورة المصفوفية

 ولذلك "المصفوفات جبر"الجبر الخطي ب مسبقة معرفة على يكون أن بالطالب يشترطو

  .المصفوفات من نحتاجها هنا لتي النقاط همجعة سريعة لأأولاً مرا سردنس

�%��%��:a%
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 قѧد تكѧون حقيقيѧة أو        ترتيѧب مѧن مجموعѧة أعѧداد        " عبارة عن تنظѧيم عѧددي      Aالمصفوفة  

 عمѧѧوداً n صѧѧفاً، m عنѧѧصراً مرتبѧѧة فѧѧي جѧѧدول مѧѧستطيل مكѧѧون مѧѧن m×n مؤلѧѧف مѧѧن "مرآبѧѧة

وتتبѧѧѧع . m×nتكѧѧѧون رتبѧѧѧة المѧѧѧصفوفة فѧѧѧي تلѧѧѧك الحالѧѧѧة هѧѧѧي  و،طبيعيѧѧѧان عѧѧѧددان m, nحيѧѧѧث 

 وقѧد تكتѧب رتبѧة        مѧثلاً  Aللمѧصفوفة بحѧرف آبيѧر       رمѧز   ن و .المصفوفات قواعد جبرية خاصѧة بهѧا      
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 k والعمѧѧود j، بينمѧѧا نرمѧѧز للعنѧѧصر الموجѧѧود فѧѧي الѧѧصف  Am×nالمѧѧصفوفة آترميѧѧز سѧѧفلي مثѧѧل  

  .ajkبالرمز 
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وآѧѧان آѧѧل " النѧѧوع  "الرتبѧѧة   تكونѧѧان متѧѧساويتين إذا آانتѧѧا مѧѧن نفѧѧس  B, Aالمѧѧصفوفتان 

  : أي أنB يساوي نظيره بالمصفوفة Aعنصر في المصفوفة 

↔ = ∀=

ijijijmnmnmn bac;BAC

  

2−�dhnא���-�{א�:� �
 ,Bفالمصفوفتان . رتبة فقطجمع وطرح المصفوفات معرف للمصفوفات التي من نفس ال

A             يمكن جمعهما أو طرحهما إذا آانتا من نفس الرتبة وتكون المحصلة C       ًضاѧة أيѧمن نفس الرتب 

  :حيث

±= = ±  

  :خواص عملية الجمع

i- إبدالية  :A+B = B+A.   

ii- دامجة  :A+(B+C) = (A+B)+C.  

iii-  يوجد عنصر محايدO" مصفوفة صفرية من نفس الرتبة :"A+O = A.  

iv-  لكل مصفوفة A يوجد مصفوفة (-A)معكوس جمعي لها  :A+(-A) = O.  

3−�ff��1
�_hא����λ�:� �
 بأنѧه المѧصفوفة الناتجѧة مѧن ضѧرب جميѧع             λ فѧي عѧدد      Aيعرف حاصل ضرب مصفوفة       

  .λ في العدد Aعناصر 
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  :خواص عملية الضرب في عدد

i- λ(A+B) = λA+λB   

ii-  (λ+γ)A = λA+γA   

iii- λ(γA) = (λγ)A  

OAorOA =0λ  iv-  =λ= ⇔

BA;BA =⇒0λ λ v-  ≠λ=

vi-  1A=A 

4−{��
}����_h��:� �
 مѧساوياً لعѧدد   A يكون معرفاً فقط إذا آانѧت عѧدد أعمѧدة    A, B للمصفوفتين ABالضرب   

 C فѧإن حاصѧل ضѧربهما    n×l مѧن النѧوع     B وآانѧت    m×n مѧن النѧوع      Aفإذا آانѧت    . Bصفوف  

  : حيثm×lمصفوفة من النوع 

=× × ×nnmm BAC ll  

 j في عناصѧر العمѧود       A من المصفوفه    i نحصل عليه بضرب عناصر الصف       cijحيث العنصر   

  : آل في نظيره ثم جمع حواصل الضرب الناتجة أي أنBمن المصفوفة 
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  :خواص عملية ضرب مصفوفتين

i-      هѧر إبداليѧة غيѧصفوفتين عمليѧرب مѧضرب    . بوجه عام عملية ضѧون الѧد يكѧفقAm×n Bn×l 

 معѧرف  Am×n Bn×mوحتѧي لѧو أن   .  غيѧر معѧرف  Am×n BBn×lمعرف فѧي حѧين الѧضرب    

 معرف أيضاً فإن الناتج في الحѧالتين مختلѧف، ففѧي الحالѧة الأولѧي               Am×n Bn×mBوالضرب  

 .Dn×n وفي الحالة الثانية مصفوفة Cm×mمصفوقة 

 القطѧѧريتين،  وآحالѧѧة خاصѧѧة فѧѧإن خاصѧѧية الإبѧѧدال تكѧѧون محققѧѧة لعمليѧѧة ضѧѧرب المѧѧصفوفتين  

  .ويكون ناتج الضرب هو ضرب عناصر القطرين

بالرغم من أن عملية ضرب مѧصفوفتين مѧربعتين مѧن نفѧس الرتبѧة عمليѧة غيѧر إبداليѧة بوجѧه                       

  :عام إلا أن

 3



 هشام العطار                                                تمثيل هيزنبرج./                                                  د2 ميكانيكا الكم 

ABTrace BATrace= 

ii- خاصية توزيع الضرب بالنسبة للجمع محققة حيث: 

( ) lll nmnnmnnmnmn CBCACBA +  = +

( ) llll nmnnmnnnmn CABACBA + = +

iii- قانون الدمج لضرب مصفوفتين محقق: 

( ) ( ) mnrnrmrnrm DCBACBA = =l l l l

iv-      دةѧصفوفة الوحѧѧد مѧة توجѧѧصفوفات المربعѧة المѧѧي حالѧفI  ربѧѧة ضѧѧد لعمليѧصر محايѧѧآعن 

 :المصفوفات

A I I AA= =

v-  يوجد نظير ضربيA-1 للمصفوفة المربعة Aبحيث : 

IAAAA == −− 11
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vi- ي عѧѧفريتين      علѧѧر صѧѧصفوفتين غيѧѧرب مѧѧن ضѧѧن الممكѧѧة مѧѧداد الحقيقيѧѧرب الأعѧѧس ضѧѧك

 :ويكون الناتج مصفوفة صفرية مثل
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مدور المصفوفة هو تبديل الصفوف إلي أعمدة والأعمدة إلي صفوف ويرمز لѧه بѧالرمز                 

Ã .ب ترمز لمدور المصفوفة بالرمز بعض الكت: ملاحظةAT أو الرمز À. 

  :خواص عملية تدوير المصفوفة

i- (A+B)T = AT + BT 

ii- (kA)T = k AT  

iii- (AB)T = BT AT 

iv- (AT)T = A  

6−�ffא����
}����:  
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 بأنهѧѧا مجمѧѧوع حاصѧѧل ضѧѧرب    Δهѧѧو القيمѧѧة العدديѧѧة للمѧѧصفوفة وتعѧѧرف قيمѧѧة المحѧѧدد        

  :Ajkفي العامل المرافق للعنصر" عمود"عناصر صف 

∑
=

=Δ
n

k
jkjk Aa

1

( )

  

jk
kj

jk aA elementtheofminor1 +−=

IAAAA ==

  


א�����{_�−7}�����"�
}��:"���{�jא��� �
فإنѧه  "  لايѧساوي الѧصفر    Δمحѧددها   " مصفوفة غير شѧاذة      Aإذا آانت المصفوفة المربعة       

  : يحقق العلاقةA-1"  مقلوب أو نظير ضربي"يوجد لها معكوس 
−− 11  

  :  من العلاقةA-1ويمكن حساب معكوس المصفوفة 

Δ
=− AadjA 1  

  :خواص عملية معكوس المصفوفة

i- (AB)-1 = B-1 A-1 

ii- (A-1)-1 = A  

iii-  ةѧѧصفوفة القطريѧѧوس المѧѧي     معكѧѧفريه هѧѧر صѧѧرها الغيѧѧضاً عناصѧѧة أيѧѧصفوفة قطريѧѧو مѧѧه 

  :مقلوب العنصر المقابل له أي أن
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 مصفوفة الوحدة من نفس الرتبة فѧإن     I وآانت   n×n مصفوفة مربعة رتبتها     Aإذا آانت     

  :Bالمصفوفة 

AB Iλ=  −
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  :وتسمي المعادلة.  بارامترλ حيث Aتسمي بالمصفوفة المميزة للمصفوفة 

0=−= IAB λ 

 وتسمي جѧذور هѧذه   λ في n وتكون بوجه عام معادلة من الدرجة     Aزة للمصفوفة   بالمعادلة الممي 

  .المعادلة بالجذور المميزة

 A-1 تحقق المعادلة المميزة وبѧذلك يمكѧن الحѧصول علѧي مقلѧوب المѧصفوفة         Aالمصفوفة  

  .λ=Aوذلك بإيجاد المعادلة المميزة وحلها بعد التعويض عن 

III−�a%
}��:�Z{א�pא��� �
1−�
}���א�����n�	א���"�Rectangular Matrix�":� �

   .مستطيلةمصفوفة  A يقال أن المصفوفة m ≠ n إذا آانت

��א−2
}��: "�v��" Row Matrixא��� �
  . صفA تسمي المصفوفة m = 1إذا آانت 

��א�−3
}�  : "�f}���"Column Matrixא���
  . عمودA تسمي المصفوفة n = 1إذا آانت 

��א�−4
}����hא������"Zero or Null Matrix":  
   . جميع عناصرها أصفاراm×nًهي مصفوفة من أي رتبة 

��א��−5
}�����hא����"Square Matrix" :  
تѧسمي بعناصѧر    aii وعناصѧرها  . مѧصفوفة مربعѧة  A تѧسمي المѧصفوفة   m = nإذا آانت 

 ومجمѧѧوع عناصѧѧر القطѧѧر الأساسѧѧي للمѧѧصفوفة  ."أو عناصѧѧر القطѧѧر الرئيѧѧسى "القطѧѧر الأساسѧѧي

  : أي أن"���"Trace or Spur	h% أوh�Zي المربعة يسم

∑
=

× =
n

i
iinn aATrace

1
  

��א�−6
}�����hnא����"Diagonal Matrix":  
هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها أصفار ماعدا القطر الأساسى فيكѧون أحѧد عناصѧره               

  ."ضرب المصفوفات القطرية يتبع خاصية الإبدال: ملاحظة" .علي الأقل مغايراً للصفر

��א�א����−7
}��hn���n�	א����"Simple Diagonal Matrix":  
  .هي مصفوفة قطرية يكون فيها جميع عناصر القطر الأساسى متساويه
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��א��−8
}���f�}`�"Unit Matrix":  
   .هي مصفوفة قطرية يكون فيها آل عناصر القطر الأساسى مساويه للواحد الصحيح

��א��−9
}��א�����%����"Symmetric Matrix":  
  : أي أن" المصفوفة البديلة"مصفوفة مربعة تساوي مدورها هي 

A~A =

A~A −=

  

  .وواضح أن عناصرها تكون متماثلة بالنسبة للقطر الرئيسى

10−��
}���א�
�/��א�����%����"Skew Symmetric Matrix":  
  : أي أن" المصفوفة البديلة"هي مصفوفة مربعة تساوي سالب مدورها 

  

  . وواضح أن عناصر القطر الأساسي في المصفوفة شبه المتماثلة تكون آلها أصفاراً

11−��
}���א��א����
  :"h��"Complex Conjugate Matrixא
 فѧي   ajk إذا اسѧتبدلنا آѧل عنѧصر         A تѧسمي بالمѧصفوفة المرافقѧه للمѧصفوفة          *Aالمصفوفة  

∗ بمرافقه Aالمصفوفة 
jka.   

12−��
}���א�������h� א��"Hermitian or Self-adjoint Matrix":  
  : أي أن" أو مدور مرافقها"هي مصفوفة مربعة تساوي مرافق مدورها 

∗= A~A

A~A =

  

أو بمعني آخر، فإن المصفوفة الهيرميتيه هي مصفوفة مربعة يكون مرافقها مساوياً لمدورها أي              

  :أن
∗  

  . عداد حقيقيةً تكون آلها أالهيرميتيةوواضح أن عناصر القطر الأساسي في المصفوفة  

  .وواضح أن أي مصفوفة متماثلة لاتحتوي علي أعداد مرآبة هي مصفوفة هيرميتية

13−��
}���א�������h� א����  :"Anti Hermitian Matrix"�א����%�
  : أي أن"  مدور مرافقهاسالبوأ"مرافق مدورها سالب هي مصفوفة مربعة تساوي 

∗−= A~A  
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 هѧي مѧصفوفة مربعѧة يكѧون مرافقهѧا مѧساوياً              المتخالفѧة  أو بمعني آخر، فإن المصفوفة الهيرميتيѧه      

  :مدورها أي أنسالب ل

A~A −=∗  

  . فاراًص تكون آلها أ المتخالفة وواضح أن عناصر القطر الأساسي في المصفوفة الهيرميتية

 متماثلѧѧة لاتحتѧѧوي علѧѧي أعѧѧداد مرآبѧѧة هѧѧي مѧѧصفوفة هيرميتيѧѧة       شѧѧبه وواضѧѧح أن أي مѧѧصفوفة  

  .متخالفة

14−��
}�  :"Orthogonal Matrix"�א����%�f`�א���
  : هي مصفوفة مربعة معكوسها يساوي مدورها  أي أن

A~A =−1

IAA~A~A ==

  

  :ورها يساوي مصفوفة الوحدةأو بمعني آخر، فإن حاصل ضرب المصفوفة المتعامدة في مد

  

15−��
}���א����}f�}א�"Unitary Matrix":  
  : ها  أي أن مرافقهي مصفوفة مربعة معكوسها يساوي مدور

− ∗= A~A 1

IAA~A~A ==

  

مѧدورها يѧساوي مѧصفوفة      مرافѧق   ة فѧي    ويѧ دوحأو بمعني آخѧر، فѧإن حاصѧل ضѧرب المѧصفوفة ال            

  :الوحدة
∗∗  

  .هي مصفوفة متعامدة" آل عناصرها أعداد حقيقية"وواضح أن المصفوفة الوحدوية الحقيقية 

16−��
}�����
  :"Cofactors Matrix"�א��{א��yא��hא
. بالعامѧل المرافѧق لѧه     Aلمѧصفوفة   ا ناشئة مѧن اسѧتبدال آѧل عنѧصر فѧي           ال [Aij] المصفوفة

 مѧѧن j والعمѧѧود iة المحѧѧدد الناشѧѧئ مѧѧن حѧѧذف الѧѧصف   هѧѧو قيمaijѧѧ للعنѧѧصر Aij والعامѧѧل المرافѧѧق

واضح أن رتبة مѧصفوفة العوامѧل    .i+j(1-)محدد المصفوفة مع أخذ الإشارة المناسبة من القاعدة        

  .المرافقة تساوي رتبة المصفوفة الأصلية

17−��
}���n��hא��א���"Adjoint Matrix":  
   .العوامل المرافقة لها هي مدور مصفوفة A للمصفوفة adj Aالمصفوفة المرتبطة 
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18−��
}�
%gא��א���`"Singular Matrix":  
   .اًساوي صفرت Δ قيمة محددهاهي مصفوفة مربعة 

  
�%��%��:�y����ch��i��"�a%
}����%��yא�����:"� �

 أحدهما تمثيلين خلال من الكم ميكانيكا آما سبق وأن ذآرنا في المقدمة أنه يمكن دراسة

 التفاضلية، والآخѧر  شرودنجر التفاضلية المسماه بمعادلة المعادلة خلال من شرودنجر ميكانيكا

 الدالѧة  المѧصفوفات، تمثѧل   بلغѧة  ولكن تمثيل شرودينجر تكافئ التي هيزنبرج ميكانيكا خلال من

 الدالѧة  واحѧد ،وتوصѧف   عمѧود  ذات بمѧصفوفة  التمثيѧل  هѧذا  فѧي " ψ(x)دالѧة الحالѧة   "الموجيѧة  

 تتوافق مع مربعة بمصفوفة المؤثر واحد،ويمثل صف تذا بمصفوفة ψ*(x)المرافقة  الموجية

  . أعلاه المذآورين الصف وذات العمود ذات المصفوفة عناصر عدد

 تسبق نظرية شرودنجر لكن في هذا الشرح وللسهولة هيزنبرجن نظرية أوبالرغم من 

 . من خلال نظرية شرودنجرهيزنبرجسوف نستنتج نظرية 

 مثѧل معادلѧة شѧرودنجر إلѧي     "eigenvalue problem" يمكن تحويل مسألة القيم الذاتية

  : فلوفرضنا أن معادلة القيم الذاتية هي.مسألة لحل مجموعة خطية من المعادلات

)1                                            (  nnn EĤ ΨΨ =

jjj aÂ ΦΦ =

موعѧة القѧيم     مج En هѧي مجموعѧة الѧدوال الذاتيѧة،          ψn هو مؤثر شѧرودنجر التفاضѧلي،        Ĥ: حيث

 مجموعѧѧѧة متكاملѧѧѧة Φj" Φj يمكѧѧѧن وصѧѧѧفها آمتسلѧѧѧسلة للأسѧѧѧاس  ψn وحيѧѧѧث أن الدالѧѧѧة .الذاتيѧѧѧة

 لانهائيѧة   هѧو مجموعѧة  Φj، حيѧث الأسѧاس   "complete orthonormal setومتعامدة ومسواة 

   : أي أنaj قيمه الذاتية هي Â الدوال الذاتية لمؤثر تفاضلي آخر تمثل

)2                        (                       

  : آالآتيΦj في الأساس ψn وبالتالي تكون صورة

)3                                          (∑=
j

jnjn c ΦΨ  

   :نحصل علي) 1(في ) 3(بالتعويض من 

)4                              (∑∑ =
j

jnjn
j

jnj cEĤc ΦΦ  
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Φiمن اليسار في ) 4(علاقة بضرب ال
   : ثم إجراء التكامل علي آل الفراغ نحصل علي*

)5                        (τΦΦτΦΦ dcEdĤc
j

jinjn
j

jinj ∑ ∫∑ ∫ ∗∗ =

nin
j

ijnj cEHc

   

   : نحصل عليΦjلأساس اوبتطبيق شرط التعامد والمسواة لدوال 

)6                                       (=∑

τΦΦ dĤH jiij ∫

   

  :حيث

)7    (                               ∗=

MOMMM

L

L

L

=

=+++

=+++

  

  :وهي تمثل مجموعة معادلات خطية علي الصورة iصحيحة لكل قيم ) 6(والعلاقة 

)8          (

+ + + =

3333232131

2323222121

1313212111

nnnnn

nnnnn

nnnnn

cEcHcHcH
cEcHcHcH
cEcHcHcH

nnn E

  

  :يمكن تمثيلها بالمصفوفات آالآتيلانهائية و) 8(ومجموعة المعادلات 

)9                           (                 ψ ψ=H  

  :حيث

                       [ ]ijH
HHH
HHH
HHH

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

OMMM

L

L

L

333231

232221

131211

H

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

  

                                                        

⎣

⎡

=

M
3

2

1

n

n

n

n c
c
c

ψ   
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لهѧѧا حѧѧل غيѧѧر صѧѧفري فقѧѧط وإذا آѧѧان فقѧѧط محѧѧدد المѧѧصفوفة المميѧѧزة       ) 9(مجموعѧѧة المعѧѧادلات  

 نحѧѧل المعادلѧѧة H للمѧѧؤثر المѧѧصفوفة  Enولتعيѧѧين القѧѧيم المميѧѧزة .  مѧѧساوياً للѧѧصفرHة للمѧѧصفوف

  :والتي علي الصورة Hالمميزة للمصفوفة 

0− IEH =  

  

0
333231

232221

131211

=
−

−
−

OMMM

L

L

L

EHHH
HEHH
HHEH

⎥
⎦

⎤
⎢

  

  

  .حلاً يمثل الدالة الذاتية لتلك القيمة) 9(ولكل قيمة من القيم الذاتية يكون للعلاقة 

  .بوضوح دعنا نضرب مثال مبسطولنفهم ذلك 

y%��:� �
  : حيثHفي تمثيل هيزنبرج هو المصفوفة  Ĥإذا آان المؤثر 

⎣

⎡
=

01
10

H  

  :حيث  مصفوفة هيرميتيةH مؤثر هيرميتي لأن المصفوفة Ĥنلاحظ أولاً أن المؤثر 

∗= HH ~  

المѧؤثر، نبѧدأ بحѧل المعادلѧة المميѧزة لمѧصفوفة            لتعيين آل مѧن القѧيم الذاتيѧة والѧدوال الذاتيѧة لهѧذا               و

  : Hالمؤثر 

0− IEH =  

  

01
1

1 2 =−=
−

E
E

E−
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E 1= ±  

،وللحѧصول علѧي الدالѧة الذاتيѧة      E1 = 1 , E2 = -1:  ذاتيتѧان همѧا  لѧه قيمتѧان   Hأي أن المѧؤثر  

  ):9( في العلاقة ψ1, E1, H عن آل من نعوض E1 = 1المقابلة للقيمة الذاتية 

  
111 Eψ ψ=H  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

1

2

2

1

2

1

01
10

c
c

c
c

c
c

c
c

⎥
⎦

⎤
⎢

  

  

⎣

⎡
=∴

1
1

1 cψ  

  
  :ψ1 نستخدم شرط تعامد الدالة cولتعيين قيمة 

  

[ ] 2
12

11 12
1
1

111 =→==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→= ccccψψ  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∴

1
1

2
1

1ψ

222

  

  
 ,ψ2 عن آل من نعوض E2 = -1 المقابلة للقيمة الذاتية ψ2وبالمثل للحصول علي الدالة الذاتية 

E2, H 9( في العلاقة:(  

  
Eψ ψ=H  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

1

2

2

1

2

1 1
01
10

c
c

c
c

c
c

c
c
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=∴
1

1
2 cψ  

  
  :ψ2 نستخدم شرط تعامد الدالة cولتعيين قيمة 

  

[ ] 2
12

22 12
1

1
111 =→==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−→= ccccψψ  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=∴
1

1
2

1
2ψ  

  :ان حيثمتعامدتان ومسوت ψ1  ،ψ2ونلاحظ أن آل من 

  

[ ] 0
1

1
11 2

1
2

1
21 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=ψψ  

  

[ ] 1
1
1

11 2
1

2
1

11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=ψψ  

  

[ ] 1
1

1
11 2

1
2

1
22 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=ψψ  
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