
علیھا والعملیات المصفوفات
المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات
المصفوفة معكوس

المصفوفات

بلال المنجي د.

سعود الملك جامعة

2017 أفریل 24

المصفوفات بلال المنجي د.



علیھا والعملیات المصفوفات
المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات
المصفوفة معكوس

المحتویات

علیھا والعملیات المصفوفات 1

المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات 2

المصفوفة معكوس 3

المصفوفات بلال المنجي د.



علیھا والعملیات المصفوفات
المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات
المصفوفة معكوس

علیھا والعملیات المصفوفات

تعریف
عناصر من سطر كل ویسمى الحقیقیة، الأعداد من جدول عن عبارة ھي المصفوفة

.(column) عمودا المصفوفة عناصر من عمود كل ویسمى (row) صفا المصفوفة
نكتب فإننا A المصفوفة عناصر ھي (aj,k) كانت إذا

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
am,1 am,2 . . . am,n


عدد ھو n و الصفوف عدد ھو m حیث (m,n) الدرجة من ھي A المصفوفة أن ونقول

الأعمدة.
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ملاحظات
المصفوفة. لكتابة A = (aj,k) المختزلة الصیغة نرمز الأحیان بعض في 1

في و (1,n) الدرجة من أي واحد صف من المكونة المصفوفة ھي الصفیة المصفوفة 2

صفي". "متجھ المصفوفة تسمى الأحیان بعض
((n, 1) الدرجة من (أي واحد عمود من المكونة المصفوفة ھي العمودیة المصفوفة 3

عمودي". "متجھ المصفوفة تسمى الأحیان بعض في و
بالرمز لھا ویرمز أصفار عناصرھا جمیع التي المصفوفة ھي الصفریة المصفوفة 4

.(0)
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ملاحظات
وبقیة واحد تساوي القطریة عناصرھا التي المربعة المصفوفة ھي الوحدة مصفوفة 5

.(n,n) الدرجة من كانت إذا In بالرمز لھا ویرمز أصفار كلھا العناصر
العناصر عدا ما أصفارا عناصرھا جمیع و المربعة المصفوفة ھي القطریة المصفوفة 6

مثال للصفر مغایراً الأقل على أحدھا فیكون القطر على الواقعة

A =

1 0 0
0 0 0
0 0 3


القطر أسفل تقع التي عناصرھا كل كان إذا علویة مثلثیة أنھا مربعة مصفوفة أن نقول 7

تقع التي عناصرھا كل كان إذا سفلویة مثلثیة أنھا مربعة مصفوفة أن نقول و أصفارا.
أصفارا. القطر أعلى
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علیھا والعملیات المصفوفات

تعریف
الجمع: 1

.(m,n) الدرجة من مصفوفتین B = (bj,k) و A = (aj,k) لتكن
المصفوفة نعرف

A + B = (aj,k + bj,k)

.B المصفوفة و A المصفوفة بین الجمع مصفوفة تسمى و
حقیقي: بعدد الضرب 2

حقیقي. عدد λ و (m,n) الدرجة من مصفوفتین A = (aj,k) لتكن
المصفوفة نعرف

λA = (λaj,k)

.λ الحقیقي بالعدد A المصفوفة ضرب مصفوفة تسمى و
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تعریف

فنعرف عمودیا. متجھا B =

b1
...

bn

 و صفیا متجھا A = (a1, . . . , an) كانت إذا

التالي النحو على B و A للمتجھین الإقلیدي الداخلي الضرب

AB = a1b1 + · · ·+ anbn.

تعریف
الدرجة من مصفوفة B = (bj,k) و (m,n) الدرجة من مصفوفة A = (aj,k) كانت إذا
الضرب نتیجة ھو cj,k حیث (m, p) الدرجة من مصفوفة AB = (cj,k) فإن (n, p)

.B المصفوفة من k العمود مع A المصفوفة من j للصف الإقلیدي

cj,k =

n∑
i=1

aj,ibi,k.
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المصفوفة منقول

تعریف
المصفوفة A المصفوفة منقول یعرف .(m,n) الدرجة من مصفوفة A = (aj,k) لتكن
على A أعمدة ھي صفوفھا تكون بحیث A من علیھا نحصل والتي (n,m) الدرجة من

.AT بھا نرمز و التوالي.

تعریف
كان إذا متماثلة مربعة مصفوفة أن نقول

A = AT.
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مبرھنة
فإن (m,n) الدرجة من مصفوفتین B = (bj,k) و A = (aj,k) كانت إذا

.(AT)T = A 1

.(kA)T = kAT
2

.(A + B)T = AT + BT
3

.(AB)T = BTAT
4
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المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات

تعریف
ھي الصفوف على الأولیة العملیات

المصفوفة من صفین ترتیب تغییر 1

صفري غیر بعدد صف ضرب 2

آخر. صف إلى الناتج إضافة و بعدد صف ضرب 3
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تعریف
منتھ عدد إجراء بعد الأخرى من إحداھا على حصلنا إذا صفیا متكافئتین مصفوفتین أن نقول

.A ∼ B نكتب و الصفوف. على الأولیة العملیات من
التالیة الرموز نستخدم

.k و j الصفین تبادل وتعني Rj,k 1

.r بالعدد j الصف ضرب تعني و rRj 2

.k للصف الناتج إضافة و r بالعدد j الصف ضرب تعني و rRj,k 3
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تعریف
صفیة درجیة صیغة على ھي A مصفوفة أن نقول

التالیة الشروط تحققت إذا (row echelon form)

المتقدم. العنصر یسمى و 1 ھو صفري غیر عنصر أول یكون صفري غیر صف كل 1

المصفوفة. آخر في تكون وجدت إن الصفریة الصفوف 2

یسار على یكون الأعلى الصف في المتقدم العنصر فإن صفریان غیر صفان وجد إذا 3

الأسفل. الصف في المتقدم العنصر
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تعریف
مختزلة صفیة درجیة صیغة على ھي A مصفوفة أن نقول

التالیة الشروط تحققت إذا (reduced row echelon form)

صفیة درجیة صیغة على A 1

المتقدم. العنصر باستثناء أصفارا متقد عنصر على تحوي التي الأعمدة عناصر جمیع 2
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مثال

2 3 −1
3 1 2
4 1 0

 −1R1,2−→

2 3 −1
1 −2 3
4 1 0


R1,2−→

1 −2 3
2 3 −1
4 1 0

 −2R1,2,−4R1,3−→

1 −2 3
0 7 −7
0 9 −12
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1
7

R2−→

1 −2 3
0 1 −1
0 9 −12

 −9R2,3−→

1 −2 3
0 1 −1
0 0 −3



− 1
3

R3−→

1 −2 3
0 1 −1
0 0 1

 −3R3,1,1.R3,2−→

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

 2R2,1−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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مثال


2 −3 4 −2 0
3 −1 2 −3 2
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1

 (−1)R1,2−→


2 −3 4 −2 0
1 2 −2 −1 2
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1



R1,2−→


1 2 −2 −1 2
2 −3 4 −2 0
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1

 (−2)R1,2−→


1 2 −2 −1 2
0 −7 8 0 −4
−2 −3 4 3 2
−3 1 0 3 1
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2R1,3,3R1,4−→


1 2 −2 −1 2
0 −7 8 0 −4
0 1 0 1 6
0 7 −6 0 7

 R2,3,1R2,4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 −7 8 0 −4
0 0 2 0 3



7R2,3−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 8 7 38
0 0 2 0 3

 R3,4−→


1 2 −2 −7 2
0 1 0 1 6
0 0 2 0 3
0 0 8 7 38
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−4R3,4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 2 0 3
0 0 0 7 26

 1
2

R3,
1
7

R4−→


1 2 −2 −1 2
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7



−2R2,1−→


1 0 −2 −3 −10
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7

 2R3,1−→


1 0 0 −3 −7
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7
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3R4,1−→


1 0 0 0 23

7
0 1 0 1 6
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7

 (−1)R4,2−→


1 0 0 0 23

7
0 1 0 0 16

7
0 0 1 0 3

2
0 0 0 1 26

7
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المصفوفة معكوس

تعریف
بحیث n الدرجة من B مصفوفة وجدت إذا معكوس لھا n الدرجة من A مصفوفة أن نقول

.AB = BA = In
.A المصفوفة معكوس A−1 ونرمز

المصفوفات بلال المنجي د.
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مبرھنة
وحید. فھو وجد إذا المصفوفة معكوس 1

.In ھي In المصفوفة معكوس 2

.A−1 المصفوفة معكوس ھي A فإن معكوس A للمصفوفة كان إذا 3

.(A−1)−1 = A
(AB)−1 = B−1A−1. فإن معكوس B و A للمصفوفة كان إذا 4

لھا A1. . . . .Ak المصفوفة فإن معكوس A1, . . . ,Ak للمصفوفات كان إذا 5

و معكوس
(A1. . . . .Ak)

−1 = A−1
k . . . . .A11

−1.

و معكوس لھا rA فإن r ̸= 0 و معكوس A للمصفوفة كان إذا 6

.(rA)−1 = 1
r A−1

.(AT)−1 = (A−1)T و معكوس لھا AT فإن معكوس A للمصفوفة كان إذا 7
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تعریف
الوحددة مصفوفة من علیھا حصلنا إذا أولیة مصفوفة ھي n الدرجة من E مصفوفة أن نقول

الصفیة. العملیات من واحدة عملیة بإجراء In

المصفوفات بلال المنجي د.
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ملاحظات

الأولیة المصفوفة لتكن و A =

1 −1 0
2 1 3
1 −2 1

 المصفوفة لتكن 1

الثاني الصفین تبدیل بإجراء علیھا نتحصل والتي E =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


أن نلاحظ .I3 الوحددة مصفوفة من والثالث

.R2,3A = EA =

1 −1 0
1 −2 1
2 1 3


المصفوفة لتكن و A =

1 0 2 3
2 −1 3 6
1 4 4 0

 المصفوفة كانت إذا كذلك 2

على 5R1,3 بإجراء علیھا نتحصل والتي E =

1 0 0 0
0 1 0 0
5 0 0 1

 الأولیة

.I3 الوحددة مصفوفة
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.5R1,3A = EA =

1 0 2 3
2 −1 3 6
6 4 14 15

 أن نلاحظ

لدینا عامة بصورة و

مبرھنة
علیھا نحصل التي الأولیة المصفوفة E كانت و (m,n) الدرجة من A مصفوفة كانت إذا
نتحصل التي المصفوفة ھي EA المصفوفة فإن الأولیة الصفیة العملیات باحدى Im من

نفسھا. الأولییة الصفیة العملیة بإجراء A من علیھا
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مبرھنة
أولیة. مصفوفة ومعكوسھا معكوس لھا E فإن أولیة مصفوفة E كانت إذا

مبرھنة
متكافئة التالیة العبارات فإن n الدرجة من مربعة مصفوفة A كانت إذا

معكوس. لھا A المصفوفة 1

.In ھي A للمصفوفة المختزلة الصفیة الدرجیة الصیغة 2

الأولیة. المصفوفات من منتھ عدد ضرب كحاصل A كتابة یمكن 3
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(خوارزمیة)
n الدرجة من مربعة مصفوفة A كانت إذا

درجیة صیغة إلى [A|I] المصفوفة لتحویل الصفیة الأولیة العملیات استخدم 1

[B|C] مختزلة صفیة
.C = A−1 فإن B = In كانت إذا 2

.A للمصفوفة معكوس یوجد لا فإنھ B ̸= In كانت إذا 3
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مثال

A =

0 1
2 −1

2
1 0 1
2 1

2 1

 المصفوفة معكوس

0 1
2 −1

2
1 0 1
2 1

2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


R1,2,R2,3−→

1 0 1
2 1

2 1
0 1

2 −1
2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1
1 0 0


−2R1,2−→

1 0 1
0 1

2 −1
0 1

2 −1
2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −2 1
1 0 0
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(−1)R2,3−→

1 0 1
0 1

2 −1
0 0 1

2

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −2 1
1 2 −1


2R2,2R3−→

1 0 1
0 1 −2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 −4 2
2 4 −2


(−1)R3,1,2R3,2−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 −3 2
4 4 −2
2 4 −2
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0 1
2 −1

2
1 0 1
2 1

2 1

−2 −3 2
4 4 −2
2 4 −2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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مثال

.A =


1 3 2 2
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

 المصفوفة معكوس


1 3 2 1
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(−2)R1,2,(−3)R1,3−→

(−1)R1,4


1 3 2 1
0 −3 −1 −1
0 −6 −2 −1
0 −2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−2 1 0 0
−3 0 1 0
−1 0 0 1
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(−1)R2,(−1)R3−→
(−1)R4


1 3 2 12
0 3 1 1
0 6 2 1
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
2 −1 0 0
3 0 −1 0
1 0 0 −1



(−1)R4,2−→
(−2)R2,3


1 3 2 1
0 1 0 1
0 0 0 −1
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 −1 0 1
−1 2 −1 0
1 0 0 −1
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علیھا والعملیات المصفوفات
المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات
المصفوفة معكوس

(−2)R2,4−→


1 3 2 1
0 1 0 1
0 0 0 −1
0 0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 −1 0 1
−1 2 −1 0
−1 2 0 −3



(1)R3,2,−1R3−→
(−2)R3,4


1 3 2 1
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 −1 1
1 −2 1 0
1 −2 2 −3



المصفوفات بلال المنجي د.



علیھا والعملیات المصفوفات
المصفوفات على الأولیة الصفیة العملیات
المصفوفة معكوس

R3,4−→


1 3 2 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 −1 1
1 −2 2 −3
1 −2 1 0



(−3)R2,1,(−2)R3,1−→
(−1)R4,1


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 3 −2 3
0 1 −1 1
1 −2 2 −3
1 −2 1 0

 .

المصفوفات بلال المنجي د.
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