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1 باب
تطبيقاتها و كوشي ية لنظر العامة الصيغة

كوشي ية لنظر العامة الصيغة 1.1
C في الدورات 1.1.1

1.1.1 يف تعر
نعرف .Ω مفتوح في قطعة قطعة باتصال للمفاضلة قابلة المنحنيات من مجموعة γ1, . . . , γn ليكن

يلي: كما المغلقة المنحنيات لهذه الشكلي المجموع Γ = γ1 + . . .+ γn∫
Γ
f(z) dz =

n∑
j=1

∫
γj

f(z) dz,

.Ω على f متصلة دالة دورة.لكل يسمى Γ
العدد z ̸∈

∪n
j=1 (support γj) النقطة في Γ الدورة لف عدد يعرف

Ind(Γ, z) =
n∑

j=1

Ind(γj, z).

يلي: ما هو الفصل هذا في الأساسية النتيجة
1.1.1 مبرهنة

إذاً: ∀ z ̸∈ Ω ،Ind(Γ, z) = 0 بحيث دورة Γ و f ∈ H(Ω) لتكن
.

f(z).Ind(Γ, z) = 1

2iπ

∫
Γ

f(w)

w − z
dw, ∀ z ∈ Ω \ SuppΓ.
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.
∫
Γ
f(w) dw = 0 .

فإن ،∀ z ̸∈ Ω ،Ind(Γ1, z) = Ind(Γ2, z) بحيث Ω في دورتين Γ2 و Γ1 كان إذا .∫
Γ1

f(w) dw =

∫
Γ2

f(w) dw.

البرهان
،∀ z ∈ C \ Ω ،Ind(Γ, z) = 0 الشرط مع (2 مثلا لإثبات لأنه ،(1 من نتيجة هي (3 و (2

يلي: بما Ω على المعرفة F الدالة نأخذ
F (w) =

{
(w − z)f(w) if w ̸= z

0 w = z
.

1

2iπ

∫
Γ
f(w) dw =

1

2iπ

∫
Γ

F (w)

w − z
dw = F (z)Ind(Γ, z) = 0.

.Γ = Γ1 − Γ2 الدورة نأخذ أن يكفي (3 لإثبات
ولإثبات

f(z).Ind(Γ, z) = 1

2iπ

∫
Γ

f(w)

w − z
dw (1.1)

نثبت أن بكفي ،z ∈ Ω \ SuppΓ ∫لكل
Γ

f(w)

w − z
dw −

∫
Γ

f(z)

w − z
dw = 0.

التالية: التمهيدية المبرهنة نستعمل ،1.1.1 المبرهنة لإثبات
1.1.2 تمهيدية مبرهنة

يلي: بما المعرفة الدالة g: Ω −→ C و هولومرفية دالة f : Ω −→ C لتكن
g(z, w) =

{
f ′(z) if z = w

f(w)−f(z)
w−z if z ̸= w

.

هولومرفية. z 7−→ g(z�w) الدالة ،w ∈ Ω لكل و متصلة g
1.1.2 التمهيدية المبرهنة برهان
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D(a,R) ⊂ بحيث R > 0 يوجد ،(a, a) ∈ Ω لكل .Ω \ {(a�a); a ∈ C} على متصلة g الدالة
لكل γ(t) = tw + (1 − t)z يلي: بما المعرفة γ المنحنى و w, z ∈ D(a, r) ،r < R ليكن .Ω

.w ̸= z كان إذا .t ∈ [0, 1]

∫ 1

0
f ′(γ(t)) dt =

1

w − z

∫ 1

0
f ′(γ(t))γ′(t) dt =

1

w − z

∫ 1

0
(f ◦ γ)′(t) dt

=
f(w)− f(z)

w − z
= g(w, z).

النقطة في متصلة g متصلة، f ′ الدالة لأن .g(w, z)−g(a, a) =

∫ 1

0
(f ′(γ(t))−f ′(a)) dt إذاً

.(a, a)
.Fubini بمبرهنة نذكر

(Fubini (مبرهنة 1.1.3 مبرهنة
فإن متصلة، دالة g: [a, b]× [c, d] −→ C كانت ∫إذا b

a

(∫ d

c
g(t, s) ds

)
dt =

∫ d

c

(∫ b

a
g(t, s) dt

)
ds.

1.1.1 المبرهنة برهان
ذلك، لأثبات و .Ω على متصلة h(z) = 1

2iπ

∫
Γ
g(w, z) dw يلي: بما المعرفة h: Ω −→ C الدالة

ليكن متراص. كل على بانتظام متصلة g الدالة .z ∈ Ω نهايتها و Ω في متقاربة (zn)n متتالية نأخذ
بانتظام lim

n→+∞
g(w, zn) = g(w, z) أن نستنتج .z مركزه قرص مغلق K2 و K1 = SuppΓ

Dominated المسيطرة التقارب مبرهنة استعمال (يمكن بسهولة. المطلوب نستنتج و .w ∈ K1 لكل
(.Supp(Γ)×K على محدودة g الدالة ،Ω في Kمتراص لكل لأن Convergence Theorem

. Fubini مبرهنة و Morera مبرهنة نستعمل ،Ω على هولومرفية h الدالة أن لإثبات
.Ω في مثلث ∆ ليكن

∫
∂∆

h(z) dz =

∫
∂∆

(
1

2iπ

∫
Γ
g(w, z) dw

)
dz =

1

2iπ

∫
Γ

(∫
∂∆

g(w, z) dz

)
dw = 0,

هولومرفية. h الدالة إذاً
.Ω على h ≡ 0 الدالة أن إثبات نريد

. lim
|z|→+∞

H(z) = 0 و Ω على h الدالة تساوي ،C على هولومرفية H دالة نعرف لذلك
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ليكن

V = {z ∈ C \ SuppΓ; Ind(Γ, z) = 0}.
.Ωc ⊂ V خالة، غير مفتوحة V المجموعة
يلي: بما V على المعرفة h1 الدالة لتكن

h1(z) =
1

2iπ

∫
Γ

f(w)

w − z
dw.

.V على هولومرفية h1 ،Ω ∩ V على ية متساو h1 و h يلي:الدالة بما Ω ∪ V على H الدالة نعرف
H(z) =

{
h(z) if z ∈ Ω
h1(z) if z ∈ V

.

.Ωc ⊂ V لأن Ω ∪ V = C على هولومرفية H
. lim
|z|→+∞

H(z) = 0 أن سنثبت
يلي: بما المعرفة H الدالة إذاً .Ind(Γ, z) = 0 يكفي، بما كبير |z| لكل إذاً دورة، Γ أن بما

.H(z) =
1

2iπ

∫
Γ

f(w)

w − z
dw

.Γ طول هو L(Γ) حيث ،
∣∣∣∣∫

Γ

f(w)

w − z
dw

∣∣∣∣ ≤ 1

|z| −R
sup

w∈SuppΓ
|f(w)|L(Γ) −→

|z|→+∞
0

1.1.1 ملاحظة
لكل .f للدالة تايلور منشور f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n و D(0, R) القرص على هولومرفية دالة f لتكن

كان إذا .t ∈ [0, 2π] لكل ،γr(t) = reit يلي: بما المعرفة المغلق المنحنى γr ليكن ،0 < r < R

المثقوب القرص على المعرفة g(z) = f(z)

zn+1
الدالة و الدورة Γ = γr2 −γr1 و 0 < r1 < r2 < R

.
∫
Γ
g(z)dz = 0 إذاً ،z ̸∈ Ω لكل Ind(Γ, z) = 0 إذاً .n ∈ N0 لكل Ω = D(0, R) \ {0}

أن نستنتج
1

2iπ

∫
γr2

f(z)

zn+1
=

1

2iπ

∫
γr1

f(z)

zn+1
,

،an عن للتعبير التالي التكامل أن يثبت هذا و
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an =
1

2iπ

∫
γr

f(z)

zn+1

.0 < r < R لكل ،r بالعدد متغير غير

لوران متسلسلة Laurent 1.2
لوران متسلسلة 1.2.1

1.2.1 مبرهنة
لتكن و {z ∈ C; 0 < r1 ≤ |z − z0| ≤ r2 < +∞} الحلقة على يحتوي C في مفتوح Ω ليكن

،z ∈ {z ∈ C; r1 < |z − z0| < r2} لكل إذاً .Ω على هولومرفية دالة f

f(z) =
1

2iπ

∫
γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw�

.t ∈ [0, 2π] ،γ2(t) = z0 + r2eit و γ1(t) = z0 + r1eit حيث
البرهان

.Ind(Γ, a) = 0 فإن ،|a− z0| < r1 < r2 كان إذا و Ω في موجودة Γ = γ1 − γ2 الدورة
من نستنتج .a ̸∈ Ω لكل Ind(Γ, a) = 0 إذاً ،Ind(Γ, a) = 0 ،|a− z0| > r2 > r1 كان إذا

أن: 1.1.1 المبرهنة
f(z)Ind(Γ, z) = 1

2iπ

∫
Γ

f(w)

w − z
dw.

إذاً ،Ind(Γ, z) = 1 فإن ،r1 < |z − z0| < r2 كان إذا لـكن و
f(z) =

1

2iπ

∫
γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw.

1.2.2 مبرهنة
يلي: بما المعرفة الحلقة Ω ليكن

Ω = {z ∈ C; 0 ≤ s1 < |z − z0| < s2 ≤ +∞}.

z ∈ Ω لكل بحيث (an)n∈Z وحيدة متتالية توجد ،Ω على f هولومرفية دالة لكل
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f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)
n� ( . )

،n ∈ Z لكل بحيث

an =
1

2iπ

∫
γr

f(w)

(w − z0)n+1
dw� ( . )

.t ∈ [0, 2π] و s1 < r < s2 حيث γr(t) = z0 + reit

.Ω في متراص كل على بانتظام متقاربة و Ω على مطلقا متقاربة ( . ) المتسلسلة

الحلقة. في z0 النقطة في f للدالة الشاذ الجزئ يسمى
−1∑

n=−∞
an(z − z0)

n الجزئ
البرهان

.r1 < |z − z0| < r2 بحيث z ∈ Ω ليكن و s1 < r1 < r2 < s2 بحيث عددين r2 و r1 يلي:ليكن ما نستنتج ،1.2.1 المبرهنة باستعمال
f(z) =

1

2iπ

∫
γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw.

. 1
2iπ

∫
γ2

f(w)

w − z
dw الأول: التكامل لنأخذ •
فإن | z − z0

w − z0
| < 1 أن بما

1

w − z
=

1

(w − z0)− (z − z0)
=

1

(w − z0)

1

1− z−z0
w−z0

.

1

w − z
=

∞∑
k=0

(z − z0)
k

(w − z0)k+1
.

المتسلسلة إذاً .| (z − z0)
k

(w − z0)k+1
| ≤ 1

r2
(
r

r2
)k ،w ∈ C (z0, r2) و z ∈ D(z0, r) كان إذا

،|z − z0| ≤ r لكل z للعدد بالنسبة و C (z0, r2) الدائرة على بانتظام ٺتقارب
∞∑
n≥0

(z − z0)
n

(w − z0)n+1

.r < r2 مع
و C (z0, r) الدائرة على محدودة فهي متصلة، f الدالة أن بما



11 لوران متسلسلة Laurent . .

1

2iπ

∫
γ2

f(w)

w − z
dw =

∞∑
k=0

(z − z0)
k 1

2iπ

∫
γ2

f(w)

(w − z)k+1
dw.

. 1
2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw اللثاني التكامل لنأخذ •

. 1

w − z
=

1

(w − z0)− (z − z0)
=

−1

(z − z0)

1

(1− w−z0
z−z0

)
=

−1

(z − z0)

∞∑
k=0

(
w − z0
z − z0

)k

∑ٺتقارب
k≥0

(
w − z0
z − z0

)k المتسلسلة فإن ،|w − z0| = r1 و |z − z0| ≥ r ،r > r1 كان إذا
.|z − z0| ≥ r بحيث z للعدد بالنسبة و C (z0, r1) الدائرة على بانتظام

أن نستنتج المعادلة تكامل باستعمال
−1

2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw =

∞∑
k=0

1

(z − z0)k+1

1

2iπ

∫
γ1

f(w)(w − z0)
k dw.

−1

2iπ

∫
γ1

f(w)

w − z
dw =

−1∑
k=−∞

(z−z0)
p 1

2iπ

∫
γ1

f(w)

(w − z0)p+1
dw = لنا ،k = −p−1 كان إذا

.
−1∑
−∞

an(z − z0)
n

.{z ∈ C; |z − z0| ≤ r < r2} المغلق القرص على بانتظام ∑ٺتقارب
n≥0

an(z − z0)
n المتسلسلة

إذاً .{z ∈ C; |z − z0| ≥ r′ > r1} الحلقة على بانتظام ٺتقارب ∑
n≤−1

an(z − z0)
n المتسلسلة

بحيث r′ و r يوجد ،Ω في متراص K كان إذا
K ⊂ {z ∈ C; r′ ≤ |z − z0| ≤ r} ⊂ {z ∈ C; r1 < |z − z0| < r2}

.Kالمتراص على بانتظام ∑متقارب
n∈Z

an(z − z0)
n المتسلسلة تكون بذلك و

المعامل أحادية •
الحلقة في متراص كل على بانتظام ٺتقارب المتسلسلة و f(z) =

+∞∑
n=−∞

bn(z − z0)
n أن نفرض

{z ∈ C; s1 < |z − z0| < s2}.
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.k ∈ Z و s1 < r < s2 ليكن

إذاً ،θ ∈ [0, 2π] ،w = z0 + reiθ حيث ، f(w)

(w − z0)k+1
=

+∞∑
n=−∞

bn
(w − z0)

n

(w − z0)k+1

1

2iπ

∫
γr

f(w)

(w − z0)k+1
dw =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)

(reiθ)k
dθ = bk.

حيد. و bk المعامل إذاً

1.2.1 z}.ملاحظات ∈ C; 0 < |z − z0| < r} الحلقة على هولومرفية دالة f لتكن
معزولة. شاذة هي z0 النقطة أن نقول .

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

−1∑
n=−∞

an(z − z0)
n.

∑
n≤−1

an(z − z0)
n المتسلسلة و D(z0, r) القرص على ٺتقارب ∑

n≥0

an(z − z0)
n المتسلسلة

.{z ∈ C; |z − z0| > 0} الحلقة على ٺتقارب
لأن 0 يساوي f للدالة الشاذ الجزئ عادية)، نقطة (أو للإزالة قابلة الشاذة النقطة تكون عندما .

،n < 0 كان إذا .0 < s < r حيث ،an =
1

2iπ

∫
γs

f(w)

(w − z0)n+1
dw

|an| ≤
1

sn
sup

|w−z0|=s

|f(w)| −→
s→0

0�

.n < 0 لكل an = 0 إذاً

،a−m ̸= 0 و
−1∑

n=−m

an(z−z0)
n يساوي f للدالة الشاذ الجزئ ،m بدرجة قطب z0 كان إذا .

.α ∈ C∗ حيث ، lim
z→z0

(z − z0)
mf(z) = α لأن

1.2.1 يف تعر
كان إذا و Ω \ {z0} على f الهولومرفية للدالة بالنسبة معزولة شاذة نقطة z0 كانت إذا
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يسمى a−1 العدد .{z ∈ C; 0 < |z − z0| < r} ⊂ Ω الحلقة على f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)
n

.Res(f, z0) بذلك: نرمز و z0 النقطة في f للدالة الباقي
1.2.2 ملاحظات

,0 < s < r حيث ،{z ∈ C; 0 < |z − z0| < r} الحلقة على هولومرفية دالة f كانت إذا .
فإن

a−1 =
1

2iπ

∫
γs

f(w) dw = Res(f, z0).

( بيسال دالة The Bessel's function) .
.f(z) = e

w
2 (z−

1
z ) الدالة لتكن

f(z) = e
w
2 (z−

1
z ) =

+∞∑
−∞

Jn(w)z
n.

Jn(w) =
1

2iπ

∫
C (0,1)

e
w
2 (z−

1
z )

dz

zn+1
.

الباقي إحتساب طرق 1.2.2
( بسيط القطب كان إذا الباقي ) 1.2.3 مبرهنة

فإن ،f للدالة بالنسبة بسيط قطب z0 كان إذا
Res(f, z0) = lim

z→z0
(z − z0)f(z).

فإن ,g(z0) ̸= 0 و h(z0) = 0 ,h′(z0) ̸= 0 حيث ،f(z) = g(z)

h(z)
كان إذا

Res(f, z0) =
g(z0)

h′(z0)
.

1.2.1 بالنسبةأمثلة بسيط قطب هو z0 فإن ،f للدالة بالنسبة k بدرجة صفر z0 و هولومرفية f الدالة كانت إذا •
.Res(f

′

f
, z0) = k و f ′

f
للدالة
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.f ′(z)

f(z)
=

k

(z − z0)
+

g′(z)

g(z)
إذاً ،g(z0) ̸= 0 حيث ،f(z) = (z − z0)

kg(z)

فإن ،f للدالة بالنسبة k بدرجة قطب z0 كان إذا •
.Res(f

′

f
, z0) = −k و f ′

f
للدالة بالنسبة بسيط قطب هو z0

.f ′(z)

f(z)
=

−k

(z − z0)
+

g′(z)

g(z)
إذاً ،g(z0) ̸= 0 حيث ،f(z) = g(z)

(z − z0)k

(m بدرجة لقطب بالنسبة الباقي ) 1.2.4 مبرهنة
فإن ،f للدالة بالنسبة m بدرجة قطب هو z0 كان إذا

Res(f, z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

mf(z)] .

البواقي مبرهنة Residu's Theorem 1.3
البواقي) مبرهنة Residu's Theorem) 1.3.1 مبرهنة

.z ̸∈ Ω لكل Ind(γ, z) = 0 بحيث Ω \ {z1, . . . , zp} في دورة γ و Ω في z1, . . . , zp ليكن
كانت إذا

f : Ω \ {z1, . . . , zp} −→ C
فإن هولومرفية، ∫دالة

γ
f(z) dz = 2iπ

p∑
j=1

Res(f, zj)Ind(γ, zj).

البرهان
.k ̸= j ،zk ̸∈ Dj من أي على يحتوي لا و zj مركزه قرص Dj ليكن

z ∈ Dj لكل إذاً
f(z) =

+∞∑
n=−∞

an,j(z − zj)
n, z ̸= zj.

يلي: بما fj الدالة نعرف
fj(z) =

−1∑
n=−∞

an,j(z − zj)
n.
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Ω \ {z1, . . . , zp} على هولومرفية F = f −

p∑
j=1

fj الدالة و C \ {zj} على هولومرفية fj الدالة
.Ω على هولومرفية كدالة تمديدها يمكن و

إذاً .
∫
γ
F (z) dz = 0 كوشي مبرهنة ∫بالستعمال

γ
f(z) dz =

p∑
j=1

∫
γ
fj(z) dz = 2iπ

p∑
j=1

Res(f, zj)Ind(γ, zj).

التكاملات بعض حساب 1.4
I =

∫ 2π

0

R(sin t, cos t)dt الصيغة على التكاملات 1.4.1
الوحدة. دائرة على أقطاب لها ليس و كسرية دالة R حيث
.t ∈ [0, 2π] ،γ(t) = eit و t ∈ [0, 2π] ،z = eit ليكن

I =

∫
γ

1

iz
R(

1

2i
(z − 1

z
),
1

2
(z +

1

z
)) dz

= 2π
∑

Res(1
z
R(

1

2i
(z − 1

z
),
1

2
(z +

1

z
))).

الوحدة. قرص داخل (1
z
R(

1

2i
(z − 1

z
),
1

2
(z +

1

z
))) الدالة أقطاب كل على يكون المجموع

1.4.1 مثال
I =

∫ 2π

0

dt

a+ sin t
, a > 1.

للدالة الوحيد القطب هو z0 = −ia + i
√
a2 − 1 حيث ،I = 2πRes( 2i

z2 + 2iaz − 1
, z0)

الوحدة. قرص داخل (
2i

z2 + 2iaz − 1
)

و ، i
z0 + ia

هو z0 النقطة في الباقي
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∫ 2π

0

dt

a+ sin t
=

2π√
a2 − 1

.

I =

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx الصيغة على التكاملات 1.4.2

.∀x ∈ R ،Q(x) ̸= 0 و degQ ≥ degP + 2 بحيث حدود كثيرات Q و P حيث
قطرها نصف التي الدائرة نصف يلي: بما المعرفة γR المغلق المنحنى و f(z) =

P (z)

Q(z)
الدالة معتبر

ليكن .H+ = {z = x + iy; y > 0} الأعلى المستوي نصف داخل تقع التي و 0 مركزها و R
يكفي ما كبير R نختار .(1.1) .[−R,R] الفترة و γR بتجاور عليه نحصل الذي المغلق المنحنى ΓR

.D(0, R) = {z ∈ C ; |z| < R}القرص داخل موجودة f الدالة أقطاب تكون بحيث

:1.1 شكل

∫
ΓR

f(z) dz =

∫
γR

f(z) dz +

∫ R

−R
f(x) dx = 2iπ

∑
Im zj>0

Res(f, zj).

H+ = {z = الأعلى المستوي نصف داخل تقع التي f الدالة أقطاب كل على يمتد المجموع
.x+ iy; y > 0}

( لجوردن الأولى التمهيدية المبرهنة ) 1.4.1 تمهيدية مبرهنة
.θ0 ≤ θ ≤ θ1 القطاع على المعرفة متصلة دالة f لتكن

أن نفرض
lim

R→+∞
R sup

z∈AR

|f(z)| = 0,
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.|z| = R و θ0 ≤ θ ≤ θ1 يلي بما المعرف المنحنى هو AR حيث ، lim

R→+∞

∫
AR

f(z) dz = 0 إذاً
المسيطرة. التقارب مبرهنة نتيجة هي التمهيدية المبرهنة

لجوردن، الأولى التمهيدية المبرهنة ∫باستعمال +∞

−∞
f(x) dx = 2iπ

∑
Im zj>0

Res(f, zj).

1.4.2 مثال

I =

∫ +∞

0

dx

1 + x6
=

1

2

∫ +∞

−∞

dx

1 + x6
.

،z1 = e iπ
6 هي H+ = {z = x + iy; y > 0} الأعلى المستوي نصف في f الدالة أقطاب

.z3 = e i5π
6 و z2 = e iπ

2 = i
.I = π

3 إذاً

I(λ) =

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiλx dx الصيغة على التكاملات 1.4.3

λ و ∀x ∈ R ،Q(x) ̸= 0 ،degQ ≥ degP + 2 بحيث حدود كثيرات Q و P الأولى: الحالة
حقيقي. عدد

.f(z) = P (z)

Q(z)
eiλz لتكن

نجد: و (1.1) ،γR ∪ [−R,R] المنحنى على f الدالة نكامل ،λ ≥ 0 كان إذا
|
∫
γR

f(z) dz| ≤
∫ π

0
|f(Reiθ)|R dθ −→

R→+∞
0.

.
∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiλx dx = 2iπ

∑
Im zj>0

Res(f, zj) نستنتج و
المنحنى على f الدالة نكامل أن يمكن إذاً ،I(−λ) = I(λ) أن نلاحظ ،λ ≤ 0 كان إذا
تقع و ،0 مركزه و R قطرها نصف والتي الدائرة نصف و [−R,R] الفترة بتجاور المعرف المغلق
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−∞

P (x)

Q(x)
eiλx dx = نجد، و ،H− = {z = x + iy; y < 0} الأسفل المستوي نصف في

،−2iπ
∑

Im z<0

Res(f, z)

.H− = {z = x+iy; y < 0} الأسفل المستوي نصف في تقع التي f الدالة أقطاب على يمتد المجموع
،Q(x) ̸= 0 و degQ = degP + 1 بحيث حدود كثيرات Q و P ،λ ∈ R∗ الثانية: الحالة

.∀x ∈ R
.g(z) = P (z)

Q(z)
و f(z) = P (z)

Q(z)
eiλz الدالة نعرف

للحالة نرجع حتى بالتجزيئ بتكامل نقوم أن يمكن مطلقا. متقارب ليس لـكن و متقاربة التكامل
السابقة.

.λ > 0 الحالة نأخذ أن بكفي التكامل، قيمة عن للبحث

|
∫
γR

f(z) dz| ≤
∫ π

0
|g(Reiθ)|Re−λR sin θ dθ ≤ M

∫ π

0
e−λR sin θ dθ

≤ 2M

∫ π/2

0
e−λR sin θ dθ ≤ 2M

∫ π/2

0
e
−2λRθ

π dθ =
2M

2λR
(1− e−λR) −→

R→+∞
0,

مبرهنة by lim
R→+∞

∫ π

0
e−λR sin θ dθ = 0 أن نستنتج أن (يمكن .M = sup

R≥0
R|g(Reiθ)|

المسيطرة). التقارب
،λ > 0 كان إذا ∫إذاً +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiλx dx = 2iπ

∑
Im zj>0

Res(f, zj).

1.4.1 أمثلة

.I(λ) =
∫ +∞

−∞

eiλx

x− ia
dx ,a > 0 .

.I(λ) = 2iπe−λa ،λ > 0 كان إذا
المستوي نصف في f الدالة أقطاب هم zj ،I(λ) = 2iπ

∑
Res(f, zj) ،λ < 0 كان إذا

.I(λ) = 0 إذاً المستوي، النصف هذا في أقطاب لها ليس f الدالة لـكن و الأسفل،
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.f(z) = eiz

z
الدالة نأخذ .I =

∫ +∞

−∞

sinx

x
.

.( . ) المغلق المنحنى على f الدالة نكامل

: . شكل
التالية: التمهيدية للمبرهنة نحتاج التكامل، قيمة لإيجاد

لجوردن) الثانية التمهيدية المبرهنة ) . . تمهيدية مبرهنة
.θ0 ≤ θ ≤ θ1 القطاع على المعرفة الدالة f ،f(z) = A

z
+

∑
n≥0

anz
n كانت إذا

.
∫
γr

f(z) dz −→
r→0

i(θ1 − θ0)A إذاً
البرهان

∫
γr

f(z) dz =

∫ θ1

θ0

f(reiθ)ireiθ dθ = iA

∫ θ1

θ0

dθ + i

∫ θ1

θ0

g(reiθ)ireiθ dθ,

. lim
r−→0

∫ θ1

θ0

g(reiθ)ireiθ dθ = 0 هولومرفية، دالة هي g

.I =

∫ +∞

−∞

sinx

x
dx التالي التكامل قيمة عن للبحث نرجع

الباقي، مبرهنة ∫باستعمال −r

−R
f(x) dx−

∫
γr

f(z) dz +

∫ R

r
f(x) dx+

∫
γR

f(z) dz = 0.
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.|
∫
γR

f(z) dz| = |
∫ π

0
eiReiθ i dθ| ≤

∫ π

0
e−R sin θ dθ −→

R→+∞
0

.I = π إذاً ،
∫
γr

f(z) dz −→
r→0

iπ لجوردن: الثانية التمهيدية المبرهنة باستعمال

.c > 0 و a, b ∈ R حيث I = 2

∫ +∞

−∞

x sin ax cos bx
x2 + c2

dx, .
.2 sin ax cos bx = sin(a+ b)x+ sin(a− b)x التالية: بالخاصية نذكر

حيث ،I = Im(I1) + Im(I2) إذاً
I1 =

∫ +∞

−∞

xei(a−b)x

x2 + c2
dx, �

∫ +∞

−∞

xei(a+b)x

x2 + c2
dx.

.I2 أو I1 قيمة حساب تصبح I قيمة حساب ،a = −b أو a = b كان إذا أنه نلاحظ
.a ̸= −b و a ̸= b أن نفرض

.a < b كان إذا I1 = −iπe(a−b)c و a > b كان إذا I1 = iπe−(a−b)c

إذاً .a < −b كان إذا I2 = −iπe(a+b)c و a > −b كان إذا I2 = iπe−(a+b)c كذلك
I = π

(
sign(a− b)e−|a−b|c + sign(a+ b)e−|a+b|c

)
.

(.x < 0 كان إذا ،sign(x) = −1 و x > 0 كان إذا ،sign(x) = 1)
للدالة Fourier Plancherel transform بلانشيرل فورييه محول أن السابق المثال من نستنتج .

هي f(x) =
x

x2 + c2

g(x) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−2iπxtdt = −iπsign(x)e−2π|x|c, ∀ x ̸= 0.

.L1(R) في ليست لـكن و L2(R) في هي f الدالة

I =

∫ +∞

0

P (x)

Q(x)
lnx dx الصيغة على التكاملات 1.4.4

f(z) =
P (z)

Q(z)
(logz)2 الدالة نعتبر .degQ − degP ≥ 2 ،∀ x ≥ 0 ،Q(x) ̸= 0 حيث

التالي: المغلق المنحنى و (.0 < θ < 2π ،logz = ln |z|+ iθ)
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:1.3 شكل

∫ R

r

P (x)

Q(x)
(lnx)2 dx+

∫
γR

f(z) dz+

∫ r

R

P (x)

Q(x)
(lnx+2iπ)2 dx+

∫
γr

f(z) dz = 2iπ
∑

Res(f).

.C في f الدالة أقطاب كل على يمتد المجموع
إذاً ،

∫
γr

f(z) dz −→
r→0

0 و
∫
γR

f(z) dz −→
R→+∞

0 ،f الدالة على الشروط باستعمال
2iπ

∑
z∈C

Res(f, z) = 4π2

∫ +∞

0

P (x)

Q(x)
dx− 4iπ

∫ +∞

0
lnx

P (x)

Q(x)
dx.

1.4.3 مثال

I =

∫ +∞

0

lnx

(x+ 1)(x2 + 1)
dx.

.I = −π2

16 إذاً .Res(f,−1) = −π2

2 ،Res(f,−i) = 9π2(1−i)
16 ،Res(f, i) = π2(1+i)

16

I(α) =

∫ +∞

0

P (x)

Q(x)
xα−1 dx الصيغة على التكاملات 1.4.5

،f(z) = P (z)

Q(z)
zα−1 الدالة نعتبر .0 < α < degQ − degP ،Q(x) ̸= 0 ∀ x ≥ 0 حيث

بما المعرف المغلق المنحنى و (0 < θ < 2π ،logz = ln |z| + iθ) ،zα−1 = e(α−1)logz حيث
.(1.3) يلي

يكفي، ما صغير r و يكفي ما كبير R لكل
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∫ R

r

P (x)

Q(x)
xα−1 dx+

∫
γR

f(z) dz+

∫ r

R

P (x)

Q(x)
e2iπ(α−1)xα−1 dx+

∫
γr

f(z) dz = 2iπ
∑
z∈C

Res(f, z).

.C في f الدالة أقطاب كل على يمتد المجموع
.
∫
γr

f(z) dz −→
r→0

0 و
∫
γR

f(z) dz −→
R→+∞

0 ،f الدالة على الشروط باستعمال
.(1− e2iπα)I(α) = 2iπ

∑
z∈C Res(f, z) إذاً

1.4.4 مثال

I(α) =

∫ +∞

0

xα−1

x+ 1
dx ��� 0 < α < 1.

.I(α) = π

sin πα
إذاً ،Res(f,−1) = −eiπα
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الخامس الباب تمارين 1.5

: 1 تمرين
التالية: لوران متسلسلات لوران تقارب أدرس

.α ∈ R∗ ،
+∞∑

−∞,n̸=0

(z − 1)n

sinhαn
،
+∞∑
−∞

zn

3n + 1
،
+∞∑
−∞

2−|n|zn

: 2 تمرين
أن: أثبت

.|z| > b > 0 لكل ، 1

z − b
=

−1∑
−∞

zn

bn+1
.1

.|z − a| > |b− a| > 0 لكل ، 1

z − b
=

−1∑
−∞

(z − a)n

(b− a)n+1
.2

.|z − a| > |b− a| > 0 لكل ،(z − a

z − b
)2 =

0∑
−∞

(1− n)
(z − a)n

(b− a)n
.3

: 3 تمرين

a0+
+∞∑
n=1

an(z
n+ التالية: الصورة في هي 0 بجوار e

λ
2 (z+

1
z ) للدالة لورانت متسلسلات أن أثبت .1

.λ ∈ C∗ حيث ،an =
1

π

∫ π

0
eλ cos t cosnt dt حيث ، 1

zn
)

.0 بجوار e
λ
2 (z−

1
z ) للدالة لوران متسلسلات أوجد .2

: 4 تمرين
الترابط. بسيط نطاق Ω ليكن

على F هولومرفية دالة توجد أصفار، لها ليس و Ω على هولومرفية دالة f كانت إذا أنه أثبت أ) .1
.Ω on eF = f بحيث Ω

.gnn = f بحيث Ω على gn هولومرفية دالة توجد ،n ∈ N لكل أن استنتج ب)
.f(Ω) للمجموعة ملاصق 0 و أحادية f الدالة أن نفترض .2

.z ̸∈ f(Ω) و |z| = r بحيث z يوجد ،r > 0 لكل أن أثبت
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: 5 تمرين

على f ◦ f(z) = ez بحيث C على f هولومرفية دالة توجد لا أنه إثبات هو التمرين هذا من موجودة.C.الهدف f الدالة أن نفترض
.f(C) = C∗ أن أثبت .1

.f = eg بحيث C على g هولومرفية دالة توجد أنه أثبت .2
استنتج. و g ◦ f = id + c بحيث c ∈ C توجد أنه أثبت .3

: 6 تمرين
.f(z) = 2z5 + 6z − 1 ليكن

.[0, 1] الفترة في واحد صفر لها f أن أثبت .1
.{z ∈ C; 1 < |z| < 2} الحلقة في أصفار أربع لها f أن أثبت .2

: 7 تمرين
.|z| = 1 لكل |f(z)| < 1 تحقق و D على هولومرفية ،D على متصلة دالة f لتكن
.D في (n ≥ 1) ،f(z) = zn للمعادلة تعددها) قدر على (حسب حل من كم

: 8 تمرين
.Ω على متصلة و f ∈ H(Ω) لتكن و 0 على يحتوي و محدود نطاق Ω ليكن

.Re(z̄f(z)) > 0; ∀ z ∈ ∂Ω أن نفترض
حيث ،g(z) = cz − f(z) الدالة باعتبار (خذ أملس). ∂Ω) .Ω في واحد صفر لها f أن أثبت

.(c = infz∈∂Ω Re(z̄f(z))
supz∈∂Ω |z|2: 9 تمرين

.m,n ∈ N و a, b ∈ D ليكن
.D في صفر m+ n بالضبط لها f(z) = zm(

z − a

1− āz
)n − b الدالة أن أثبت

: 10 تمرين
.Ω = D(0, 2

3
√
3
) ليكن

.w3 + w − z = 0 و |w| < 1√
3
بحيث وحيد w ∈ C يوجد ،z ∈ Ω لكل أن أثبت .1

.w = f(z) نأخذ
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،z ∈ Ω لكل أن أثبت .2

f(z) =
1

2iπ

∫
|w|= 1√

3

w(3w2 + 1)

w3 + w − z
dw.

.Ω على هولومرفية f الدالة أن استنتج .3

.an واحسب .f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n نأخذ .4

: 11 تمرين
الشاذة. النقاط في التالية للدوال الباقي أوجد

د) ،f(z) = z2

1 + z4
ج) ،f(z) = z2

(1 + z)3
ب) ،f(z) = 1

z + z3
أ)

،f(z) = 1

sin πz

.f(z) = (z − 1)e
1
z2 و) ،f(z) = sin πz

(z − 1)3
هـ)

: 12 تمرين
V \ {a} على هولومرفية دالة g لتكن و a ∈ C لنقطة V جوار على معرفة هولومرفية دالة f لتكن

.m بدرجة قطب a النقطة بحيث
.Res(fg, a) أوجد

: 13 تمرين
التالية: التكاملات قيمة أوجد البواقي مبرهنة باستعمال

∫ 2π

0

dx

1 + ε cosx

∫ 2π

0

dx

(1 + ε cosx)2
, 0 < ε < 1,

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n∫ ∞

0

lnx

x2 − 1
dx,

∫ ∞

0

lnx

(1 + x)3
dx

∫ ∞

0

x sinαx

x2 + a2
dx,∫ ∞

0

x sinαx

(x2 + a2)2
dx,

∫ ∞

0

cosαx
x2 + a2

dx, a > 0 and α > 0,

∫ ∞

0

xa−1

1 + x
dx, a > 0,∫ ∞

0

lnx√
x(1 + x)2

dx

∫ 1

−1

dx

(x+ 2)
√
1− x2

,

∫ ∞

0
sinx2 dx.

Fibonacci's Numbers : 14 تمرين
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لكل an = an−1 + an−2 و ،a1 = 1 ،a0 = 1 يلي: بنا المعرفة Fibonacci متتالية (an)n لتكن

F (z) =
+∞∑
n=0

anz
n. الدالة لتكن و n ≥ 2

موجب. عدد هو F الدالة يعرف ∑الذي
n≥0

anz
n للمتسلسلة التقارب قطر نصف أن أثبت .1

للمتسلسلة التقارب قطر نصف واستنتج التقارب قرص على F (z) =
1

1− z − z2
أن أثبت .2
.∑
n≥0

anz
n

.Res( 1

zn+1(1− z − z2)
, 0) = an أن أثبت .3

البواقي. يقة طر باستعمال an احسب .4
Problem) (Frobenius : 15 تمرين

.f(z) = 1

(1− zp)(1− zq)zm+1
الدالة لتكن و طبيعي. mعدد ليكن و نسبيا أولية أعداد p, q ليكن
الأقطاب. هذه في الباقي و f الدالة الأقطاب أوجد .1

حيث ،Res(f, 0) = N(m) أن من تحقق .2
N(m) = #{(k, n) ∈ N0 × N0; kp+ nq = m}.

البواقي. قاعدة باستعمال N(m) احسب .3
The Dedekind sums : 16 تمرين

.f(z) = cot(pπz) cot(qπz) cot(πz) الدالة نعرف طبيعي. mعدد ليكن و نسبيا أولية أعداد p, q ليكن
1− ε+ رؤوسه التي المستطيل على ليست f الدالة أقطاب بحيث 0 < ε < 1 يوجد أنه أثبت .1

.iR,−ε+ iR,−ε− iR, 1− ε− iR.الموجب الإتجاه في موجه و المستطيل بحدد المعرف المغلق المنحنى γR نسمي
المستطيل. داخل الأقطاب في f للدالة البواقي مجموع احسب أ) .2

،R > 0 لكل أن استنتج و lim
R→+∞

∫
γR

f(z)dz = −2i أن أثبت ∫ب)
γR

f(z)dz = −2i
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نعرف .3

S(p, q) =
1

4q

q−1∑
k=1

cot kπp
q

cot kπ
q
. (1.4)

أن لإثبات البواقي مبرهنة استعمل

S(p, q) + S(q, p) = −1

4
+

1

12
(
p

q
+

1

pq
+

q

p
) (1.5)

1.5.1 يلي:ملاحظة كما المعرفة Dedekind دالة في المعرف و ،Dedekind مجموع يسمى ( . ) المجموع
D(z) = e

iπz
12

+∞∏
k=1

(1− e2ikπz).

: 17 تمرين
.f(z) = π cot(πz) الدالة لتكن

الأقطاب. هذه في f للدالة الباقي و أقطاب أوجد .1
a1, a2, . . . , am ليكن و degQ ≥ degP بحيث2+ الـكسرية، الدالة g(z) = P (z)

Q(z)
لتكن .2

طبيعية أعداد ليست aq نفترضأن النقاط. هذه في التوالي على البواقي b1, b2, . . . , bm و أقطابها
.n ∈ N0 ،±(n+ 1

2)± i(n+ 1
2) رؤوسه التي و المربع γn ليكن و .1 ≤ q ≤ m لكل

بحيث ثابتين عددين K و M توجد أنه أثبت أ)

|π cot(πz)| ≤ M, ∀z ∈ γn (1.6)

|g(z)| ≤ K

|z|2
, for |z| big enough (1.7)

و lim
n→+∞

∫
γn

f(z)g(z)dz = 0 أن استنتج ب)
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lim
n→+∞

n∑
p=−n

g(p) = −
m∑
q=1

Res(f(z)g(z), aq) (1.8)

1.5.2 ملاحظة
( . ) المعادلة يض تعو يمكن إذاً موجودة. lim

n,n′→+∞

∑
−n≤p≤n′

g(p) أن ٺثبت ( . ) المعادلة
يلي: بما

+∞∑
−∞

g(p) = −
m∑
q=1

Res(f(z)g(z), aq).

1.5.1 مثال
.a, b ∈ R+,∗ ،

+∞∑
n=1

1

a+ bn2
التالي: المجموع قيمة أوجد

أن الحالة هذه في (أثبت .degQ ≥ degP + 1 كان إذا صحيحة تبقي النتيجة أن أثبت
الثاني). الشرط تحقق كسرية دالة h و ثابت عدد C حيث g(z) = h(z) + C

z

.
∫
γn

cot(πz)
z

dz = 0 أن أثبت
1.5.3 ملاحظة

العامة. الحالة في توجد لا lim
n,m→+∞

m∑
p=−n

g(p)

1.5.2 مثال
.x ̸∈ Z لكل ،

+∞∑
n=1

1

x2 − n2
قيمة استنتج و lim

n→+∞

n∑
p=−n

1

x− p
قيمة أوجد

أنه: أثبت .−π < α < π بحيث حقيقي عدد α ليكن .3
.| eiαz

sin πz
| ≤ M on γn بحيث n بقيمة متغير غير M موجب عدد يوجد أ)

. lim
n→+∞

∫
γn

eiαz

z sin πz
dz = 0 ب)
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γ′
n حيث ،

∫
γn

eiαz

z sin πz
dz = 2i

∫
γ′n

sinαz

z sin πz
dz − 2i

∫
γ”n

sinαz

z sin πz
dz (أكتب

التوالي (على |y| ≤ n + 1
2 ،z = (n + 1

2) + iy يلي: بما المعرفة الفترة (γ”n التوالي (على
.(|x| ≤ n+ 1

2 ،z = x+ i(n+ 1
2)

يلي: ما نجد (3 الشرط تحقق كسرية دالة هي g الدالة كانت إذا أنه استنتج c)
lim

n→+∞

n∑
p=−n

(−1)pg(p)eiαp = −π
m∑
q=1

Res(e
iαzg(z)

sin πz
, aq).

1.5.3 مثال
يلي: ما نجد ،x ̸∈ Z و −π < α < π كانت إذا أنه أثبت و g(z) = 1

x− z
الدالة لتكن

+∞∑
n=1

(−1)n
cosnα
x2 − n2

=
cosαx

2x sin πx
− 1

2x2
.

+∞∑
n=1

(−1)n
n sinnα

x2 − n2
=

π sinαx

2 sin πx
.

: 18 تمرين
منحنى γ حيث ،∀ 0 ≤ k ≤ n ،Ck

n =
n!

k!(n− k)!
=

1

2iπ

∫
γ

(1 + z)n

zk+1
dz أن أثبت .1

.Ind(γ, 0) = 1 بحيث مغلق
.Cn

2n ≤ 4n أن أثبت .2
(يمكن .

∞∑
n=0

Cn
2n

5n
=

√
5 أن استنتج و

∞∑
n=0

Cn
2n

5n
=

1

2iπ

∞∑
n=0

∫
γ

(1 + z)2n

(5z)n
dz

z
أن أثبت .3

(.γ مناسب مغلق منحنى نختار أن
أن استنتج و z ̸= 0 ،(1 + z)n(1 + 1

z)
n في الثابت الجزئ هو

n∑
k=0

(Ck
n)

2 أن أثبت .4
n∑

k=0

(Ck
n)

2 =
1

2iπ

∫
γ
(1 + z)n(1 +

1

z
)n

dz

z
= Cn

2n,

الوحدة. دائرة γ حيث
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.|x| < 1

4 لكل
∞∑
n=0

Cn
2nx

n =
1√

1− 4x
أن أثبت .5
: 19 تمرين
أن أثبت

.
∫ 2π

0
cos(cos θ) cosh(sin θ) dθ = 2π .1∫ 2π

0
ecos θ cos(sin θ) cos θ dθ = π. .2

.
∫ +∞

0

sinh ax

sinhx
cos bx dx =

π

2
(

sin aπ

cos aπ + cosh bπ
) ،b ∈ R و |a| < 1 كان إذا .3

.
∫ +∞

0

cos px
coshx

dx =
π

2 cosh pπ
2

،p ∈ R كان إذا .4

التالي: المغلق المنحنى على f(z) = ei2az

e2πz − 1
الدالة نكامل أن (يمكن

∫ +∞

0

sin 2ax

e2πx − 1
dx .5

:1.4 شكل
: 20 تمرين

.z0 ∈ Ω ليكن و C في Ω نطاق على هولومرفية دالة f لتكن
.m ∈ N بدرجة f للدالة صفر هو z0 أن نفترض

f(z) = gm(z) بحيث V على g هولومرفية دالة و Ω في z0 للنقطة جوار مفتوح V يوجد أنه أثبت
.g′(z0) ̸= 0 و g(z0) = 0 و V على

: 21 تمرين
.Ω مفتوح على معرفتين دالتين g و f لتكن

يلي: بما الهولومرفية الدوال من (Qn)n المتتالية نعرف .Ω في أصفار لها ليس g الدالة أن نفترض
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Q0 = f, Qn(z) =
1

n!

dn

dzn
(f(z)gn(z)).

∀ s ∈ بحيث δ > 0 توجد ،D(z, r) ⊂ Ω بحيث r > 0 لكل أن أثبت ،z ∈ Ω ليكن .1
.w(s, z) بـ له نرمز و D(z, r) في واحد صفر لها h(w) = sg(w)− (w − z) ،D(0, δ)

فإن ،D(z, r) ⊂ Ω كان إذا أن أثبت أ) .2
Qn(z) =

1

2iπ

∫
|w−z|=r

f(w)gn(w)

(w − z)n+1
dw.

M2(r) = ،M1(r) = sup
z∈Kr

|f(z)| التالية الأعداد نعرف .Ω في متراص K ليكن ب)
.Kr = {z ∈ C; d(z,K) ≤ r} و 0 < r < d(K,C \ Ω) حيث ، sup

z∈Kr

|g(z)|

.sup
z∈K

|Qn(z)| ≤
M1M

n
2

rn
أن أثبت

لكل ٺتقارب
+∞∑
n=0

Qn(z)t
n المتسلسلات بحيث s > 0 توجد ،K متراص لكل أن أثبت .3

. f(w(t, z))

1− tg′(w(t, z))
يساوي: مجموعها و |t| < s و z ∈ K

1.5.4 مثال
(Ln)n) .0 < x < +∞ ،Ln(x) =

e−x

n!

dn

dxn
(xnex) حيث ،

+∞∑
n=0

Ln(x)t
n قيمة أوجد أ)

.(Laguerre الحدود كثيرات متتالية
(Hn)n) .(x ∈ R) ،Hn(x) = (−1)nex

2 dn

dxn
e−x2 حيث ،

+∞∑
n=0

Hn(x)

n!
tn قيمة أوجد ب)

.(Hermite الحدود كثيرات متتالية
: 22 تمرين

λ ∈ R∗ لكل التالي التكامل احسب
I(λ) =

∫ +∞

0

x sinλx

1 + x4
dx.

: 23 تمرين
نعرف ،α ∈ Ω لكل و Ω = {z ∈ C; −1 < Re z < 1} ليكن
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f(α) =

∫ +∞

0

xα

x2 + x+ 1
dx.

.Ω المفتوح على جيدا معرفة f الدالة أن أثبت .1
.Ω على هولومرفية f الدالة أن أثبت .2

البواقي: قاعدة باستعمال التكامل قيمة احسب .3∫ +∞

0

xα

x2 + x+ 1
dx; for 0 < α < 1.

أقطابها. أوجد و C على ميرومرفية كدالة تمديدها يمكن α 7−→ f(α) الدالة أن أثبت .4
: 24 تمرين

متقارب. التالي التكامل يكون حتى ،α العدد قيم أوجد .1
I(α) =

∫ +∞

0

xα

1 + x2
dx.

البواقي. قاعدة باستعمال I(α) قيمة أوجد .2
: 25 تمرين

.f(z) = ez − 1

ez + 1
الدالة f لتكن

أحادية. D(0, r) جوار على f الدالة إقتصار بحيث r > 0 يوجد أنه أثبت .1
الدالة. هذه معكوس h لتكن

.h للدالة 0 في القوى متسلسلة استنتج و h′(z) قيمة أوجد .2
.D على g(z2) = z

f(z)
بحيث D على g هولومرفية دالة توجد أنه أثبت .3

.g2k+1(z) للدالة 0 في القوى متسلسلة في zk معامل ak ليكن .4
أن أثبت

ak =
1

2iπ

∫
γr

1

f 2k+1(z)
dz =

1

2iπ

∫
foγr

2

(1− z2)z2k+1
dz = 2.
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.g للدالة 0 في القوى متسلسلة
+∞∑
n=0

bnz
n ليكن .5

.bn المعامل لاحتساب يقة طر سبق مما أن استنتج
.b2 و b0, b1 احسب

المتسلسلة. لهذه التقارب قطر نصف أوجد .6
: 26 تمرين

نعرف ،0 < Re z < 1 بحيث z ∈ C لكل a)
f(z) =

∫ +∞

0

xz−1

1 + x
dx.

.{z ∈ C; 0 < Re z < 1} على هولومرفية f الدالة أن أثبت .1
.t ∈]0, 1[ لكل البواقي قاعدة باستعمال f(t) احسب .2

نسميها الممددة (الدالة أقطابها. حدد و C على ميرومرفية كدالة تمديدها يمكن f الدالة أن أثبت .3
.(f كذلك

.p ∈ N و z ∈ C \ Z لكل gp(z) =
p∑

n=−p

(−1)n

z − n
لتكن

(نسمي هولومرفية. دالة نحو C\Z في متراص كل على بانتظام ٺتقارب (gp)p المتتالية أن أثبت .4
(.g النهاية هذه

.C \ Z على g(z + 1) = −g(z) ،f(z + 1) = −f(z) و فردية g و f الدالتين أن أثبت .5
.C على هولومرفية كدالة تمديدها يمكن f − g الدالة أن أثبت .6

{z = x + iy ∈ C; 0 ≤ على محدودة g و lim
y−→+∞,0<x<1

f(x + iy) = 0 أن أثبت أ) .7
.x ≤ 1 and y ≥ 1}

.C \ Z على f = g أن استنتج ب)
B)

.h(z) =
∫ 1

0

xz−1

1 + x
dxنعرف ،Re z > 0 بحيث z ∈ C لكل .1
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.h(z) =

n∑
p=0

(−1)p

z + p
+ (−1)n+1

∫ 1

0

xz+n

1 + x
dx ،n ∈ N0 لكل أن أثبت أ)

.C \ {−n; n ∈ N0} على هولومرفية كدالة تمديدها يمكن h الدالة أن استنتج ب)
0 < Re z < 1 لكل أن أثبت .2

f(z) =

∫ 1

0

xz−1

1 + x
dx+

∫ 1

0

x−z

1 + x
dx = h(z) + h(1− z).

.f(z) = gn(z) + (−1)n(

∫ 1

0

x−z+n

1 + x
dx−

∫ 1

0

xz+n

1 + x
dx) أن أثبت أ) .3

.{z ∈ C; −n− 1 < Re z < n+ 1} على هولومرفية f − gn أن استنتج ب)
.K على 0 نحو بانتظام ٺتقارب (f − gn)n المتتالية ،C في Kمتراص لكل أن أثبت .4

: 27 تمرين
.r > 0 و a ∈ C حيث ،D(a, r) جوار على هولومرفية دالة f لتكن

.D(a, r) على |f(z)| ≤ M و f(a) ̸= 0 أن نفترض
حل لها w − a = (z − z0)f(w) المعادلة ،z ∈ D(z0,

r
M ) لكل أن أثبت .z0 ∈ C ليكن .1

.w(z) بـ له نرمز و D(a, r)القرص في وحيد
(احسب .w(z) = a+

1

2iπ

∫
|a−s|=r

1− (z − z0)f
′(s)

(s− a)− (z − z0)f(s)
(s− a) ds أن أثبت أ) .2

البواقي.) قاعدة باستعمال التكامل
.D(z0,

r
M ) على هولومرفية z 7−→ w(z) الدالة أن استنتج ب)

an =
1

2inπ

∫
|a−s|=r

(
f(s)

(s− a)
)
n
ds حيث= ،w(z) = a+

+∞∑
n=1

an(z− z0)
n أن أثبت .3

. 1
n!

dn−1

dsn−1
[fn(s)]|s=a

.z = 0 جوار في w = zew للمعادلة الوحيد الحل w(z) ليكن .4
.z = 0 بجوار ew(z) و w(z) للدوال القوى متسلسلة أوجد أ)

.w للمتسلسلة التقارب قطر نصف أوجد ب)
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التالية. للدوال 0 بجوار القوى لمتسلسلة التقارب قطر نصف أوجد ج)

. 1

1 + 2w(z)
ii) 1

2− w(z)
i)


