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تعریف
تحویل T أن نقول تطبیقا. T : V −→ W لیكن و متجھات فضاء W و V من كل لیكن

α ∈ R ,u, v ∈ V لكل كان إذا خطي

.T(u + v) = T(u) + T(v) 1

.T(αu) = αT(u) 2
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ملاحظات

فإن خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا

.T(0) = 0 1

.T(−u) = −T(u) 2

.T(u − v) = T(u)− T(v) 3
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مثال

خطي: تحویل ھي من التالیة الدوال من حدد

T1 : R3 → R2, T1(x, y, z) = (x + y + z, x − z + y)
T2 : R3 → R2, T2(x, y, z) = (xy, z)
T3 : R3 → R2, T3(x, y, z) = (x + y − 3z, z + y − 1)
T4 : R3 → R3, T4(x, y, z) = (x + y, z + y, x2)
T5 : R3 → R3, T5(x, y, z) = (x + y, z + y, 0)
T6 : R3 → R3, T6(x, y, z) = (−x + 2z, y + 2z, 2x + 2y)
T7 : R3 → R, T7(x, y, z) = x + y − z.
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الحل

خطي. تحویل T1

خطي تحویل لیس T2

.T(0) ̸= 0 لأن خطي تحویل لیس T3

خطي تحویل لیس T4

خطي. تحویل T5

خطي. تحویل T6

خطي. تحویل T7
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مثال

.V = Mn(R) الفضاء لیكن
.T(A) = detA یلي: بما T : V −→ R الدالة نعرف

خطیة. T الدالة ھل
.det(A + B) ̸= detA + detB لأن خطیة لیست T الدالة
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مبرھنة
فقط و إذا خطیا تحویلا T فإن تطبیقا T : V −→ W كان إذا

T(αu + βv) = αT(u) + βT(v) ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R.
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ملاحظات

فإن خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا 1

T(α1u1 + . . .+ αnun) = α1T(u1) + . . .+ αnT(un).

للفضاء أساسا S = {u1, . . . un} و خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا 2

.V
.T(u1), . . . ,T(un) حدد إذا معرفا یصبح الخطي التحویل إذًا

.a ∈ R ,T(x) = ax ھي T : R −→ R الوحیدة الخطیة التحویلات 3

,T(x, y) = ax + by ھي T : R2 −→ R الوحیدة الخطیة التحویلات 4

.a, b ∈ R
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مبرھنة
بالقاعدة المعرف TA : Rn −→ Rm التطبیق فإن A ∈ Mm,n(R) كانت إذا

المقابل الخطي التحویل یسمى و خطیا تحویلا ھو X ∈ Rn لكل TA(X) = AX
.A للمصفوفة
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مبرھنة
و Rn للفضاء أساسا B = (e1, . . . , en) لیكن و خطیا تحویلا T : Rn −→ Rm لیكن

حیث T = TA عندئذ .Rm للفضاء أساسا C = (u1, . . . , um)
.[T(e1)]C, . . . , [T(en)]C أعمدتھا A = [ai,j] ∈ Mm,n(R)

.C الأساس و B للأساس بالنسبة T الخطي للتحویل المعتادة المصفوفة A المصفوفة تسمى
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مبرھنة
w1, . . . ,wn} و V للفضاء أساسا S = {v1, . . . , vn} و متجھات فضائي V,W لیكن

.W الفضاء في المتجھات من مجموعة
.1 ≤ j ≤ n لكل T(vj) = wj یحقق T : V −→ W وحیدا خطیا تحویلا یوجد إذًا
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تعریف
kerT بالرمز بھا نرمز والتي T التحویل نواة نعرف خطیا. تحویلا T : V −→ W لیكن

التالیة المجموعة
kerT = {v ∈ V; T(v) = 0}.

التالیة المجموعة ImT بالرمز بھا نرمز والتي T التحویل صورة نعرف كما

ImT = {T(v); v ∈ V}.
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مبرھنة
فضاء ImT و V من جزئي فضاء kerT فإن خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا

.W من جزئي
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تعریف
و T التحویل صفریة یسمى kerT الفضاء بعد فإن خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا
نرمز و T التحویل رتبة یسمى ImT الفضاء بعد كذلك ،(nullity(T)) بالرمز نرمز

(rank(T)) بالرمز
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مثال

TA(X) = AX بالقاعدة المعرف TA : Rn −→ Rm و A ∈ Mm,n(R) كانت إذا
.ImT = colA و ,rankT = rankA فإن
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مثال

یلي: بما المعرف الخطي التحویل T : R3 −→ R2 لیكن
.T(x, y, z) = (2x − y + 3z, x − 2y + z)

(x, y, z) ∈ kerT ⇐⇒
{
2x − y + 3z = 0
x − 2y + z = 0

(x, y, z) ∈ ker T ⇐⇒ إذًا ،
[
2 −1 3
1 −2 1

∣∣∣∣ 00
]
ھي: الخطي النظام لھذا الموسعة المصفوفة

x = 5y, z = −3y.

ker T = ⟨(5, 1,−3)⟩.

إذًا .T(x, y, z) = x(2, 1) + y(−1,−2) + z(3, 1)

ImT = ⟨(2, 1), (−1,−2), (3, 1)⟩ = ⟨(2, 1), (−1,−2)⟩.
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مبرھنة
المجموعة فإن V للفضاء أساسا {v1, . . . vn} و خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا

.ImT الفضاء تولد {T(v1), . . .T(vn)}
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للتحویلات البعد مبرھنة
فإن dimV = n كان و خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا

nullity(T) + (rank(T) = n.

أي
dimker(T) + dimIm(T) = n.
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تعریف
خطیا. تحویلا T : V −→ W كان إذا

یلي ما u, v ∈ V لكل تحقق إذا متباین أو أحادي T أن نقول 1

T(u) = T(v) ⇒ u = v.

.Im(T) = W كان إذا غامر أو شامل T أن نقول 2
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مبرھنة
خطیا. تحویلا T : V −→ W كان إذا

.ker(T) = {0} كان إذا و إلا أحادیا T التحویل یكون
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نتیجة
التحویل یكون عندئذ dim V = dim W = n و خطیا تحویلا T : V −→ W كان إذا

شاملا. تحویلا T كان إذا فقط و إذا أحادیا T
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مثال

بالقاعدة المعرف T : R4 −→ R4 الخطي التحویل ونواة لصورة أساسا عین

T(x,y, z, t) = (x − y,2z + 3t,y + 4z + 3t,x + 6z + 6t).
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الحل

.(x, y, z, t) ∈ KerT ⇐⇒ x = y = 3t = −2z
الخطي. التحویل لنواة أساس ھو (6, 6,−3, 2) إذا

التالیة المصفوفة بأعمدة مولد T الخطي التحویل صورة
1 −1 0 0
0 0 2 3
0 1 4 3
1 0 6 6


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والمصفوفة
1 −1 0 0
0 1 4 3
0 0 1 3

2
0 0 0 0


إذًا للمصفوفة. صفیة درجیة صیغة ھي

{(1, 0, 0, 1), (−1, 0, 1, 0), (0, 2, 4, 6)}

الخطي. التحویل لصورة أساس ھو
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مثال

خطي. تحویل T : V −→ W و فضائین V,W لیكن
المجموعة فإن خطیا مستقلة مجموعة S = {u1, . . . , un} و أحادي التحویل كان إذا

خطیا. مستقلة مجموعة {T(u1), . . . ,T(un)}
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الحل

a1T(u1) + . . .+ anT(un) = 0 ⇐⇒ T(a1u1 + . . .+ anun) = 0

⇐⇒ a1u1 + . . .+ anun = 0

.a1 = . . . = an = 0 فإن خطیا مستقلة S المجموعة أن بما و أحادي. T لأن
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مبرھنة
و V للفضاء أساسا B = (u1, . . . , un) لیكن و خطیا تحویلا T : V −→ W لیكن

والتي [T]CB وحیدة مصفوفة توجد عندئذ .W للفضاء أساسا C = (v1, . . . , vm)
.[T(u1)]C , . . . , [T(un)]C أعمدتھا

و .C الأساس و B للأساس بالنسبة T الخطي التحویل مصفوفة تسمى [T]CB المصفوفة
تحقق

[T(v)]C = [T]CB [v]B ; ∀v ∈ V.

.[T]CB عن عوضا [T]C المصفوفة نكتب B = C و V = W كان إذا
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مثال

یلي: بما المعرف الخطي التحویل T : R3 −→ R2 لیكن
.T(x, y, z) = (2x − y + 3z, x − 2y + z)(

2 −1 3
1 −2 1

)
ھي: R3 للفضاء الطبیعي للأساس بالنسبة T الخطي التحویل مصفوفة
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مثال

كان إذا Tj(x, y, z) أوجد و R3 للفضاء الطبیعي الأساس في الخطي التحویل مصفوفة إعط

,T1((0, 1, 0)) = (1, 2, 2) ,T1((1, 0, 0)) = (1, 1, 1) 1

T1((0, 0, 1)) = (1, 2, 3)

,T2((0, 1, 0)) = (−1, 1, 1) ,T2((1, 0, 0)) = (1,−1, 1) 2

T2((0, 0, 1)) = (−1,−1, 1)

,T3((0, 1, 0)) = (1, 2, 1) ,T3((1, 0, 0)) = (1, 1, 1) 3

.T3((0, 0, 1)) = (2,−2, 1)
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الحل

,

1 1 1
1 2 2
1 2 3

 1

.T1(x, y, z) = (x + y + z, x + 2y + 2z, x + 2y + 3z)

,

 1 −1 −1
−1 1 −1
1 1 1

 2

.T2(x, y, z) = (x − y − z,−x + y − z, x + y + z)

,

1 1 2
1 2 −2
1 1 1

 3

.T3(x, y, z) = (x + y + 2z, x + 2y − 2z, x + y + z)
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مبرھنة
فإن V للفضاء أساسا C و B من كل كان و خطیا تحویلا T : V −→ V كان إذا

[T]B = BPC [T]C CPB.

الخطیة التحویلات بلال المنجي د.



الخطیة التحویلات تعریف
الخطي التحویل وصورة نواة
الأساس تغییر و الخطي التحویل مصفوفة

مثال

للفضاء C المعتاد للأساس بالنسبة مصفوفتھ والذي الخطي التحویل T : R3 −→ R3 لیكن
ھي R3

[T]C =

−3 2 2
−5 4 2
1 −1 1


التالي B للأساس بالنسبة [T]B الخطي التحویل مصفوفة أوجد

B = {u = (1,1,1), v = (1,1,0), w = (0,1,−1)}.
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الحل

ھي C الأساس إلى B الأساس من التحویل مصفوفة

CPB =

1 1 0
1 1 1
1 0 −1


ھي B الأساس إلى S الأساس من التحویل مصفوفة إذا

BPC = SP−1
B =

−1 1 1
2 −1 −1
−1 1 0


و

[T]B = BPC[T]CCPB =

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 .
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مثال

یلي بما المعرف T : R3 −→ R3 الخطي التحویل لیكن

T(x, y, z) = (3x + 2y, 3y + 2z, 9x − 4z).

.T الخطي التحویل مصفوفة اعط 1

.T الخطي التحویل صورة و نواة اعط 2

الأساس في T الخطي التحویل مصفوفة أوجد 3

.S = {(0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}
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الحل

A =

3 2 0
0 3 2
9 0 −4

 ھي T الخطي التحویل مصفوفة 1

ھذه .

3 2 0
0 3 2
9 0 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 : ھي AX = 0 الخطي للنظام الموسعة المصفوفة 2

.

3 2 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 المصفوفة مع متكافئة المصفوفة

.R3 ھي: T الخطي التحویل صورة و ker T = {0} إذًا

.P =

0 0 1
0 1 1
1 1 1

 المصفوفة لتكن 3

الأساس في T الخطي التحویل مصفوفة إذًا .P−1 =

 0 −1 1
−1 1 0
1 0 0


.P−1AP =

−6 −9 0
2 3 0
0 2 5

 ھي: S

الخطیة التحویلات بلال المنجي د.



الخطیة التحویلات تعریف
الخطي التحویل وصورة نواة
الأساس تغییر و الخطي التحویل مصفوفة

مثال

.u3 =
1
3(2,−2, 1) ,u2 =

1
3(2, 1,−2) ,u1 =

1
3(1, 2, 2) لیكن

.R3 للفضاء متعامد و عیاري أساس ھو {u1, u2, u3} أن أثبت 1

یلي: بما T : R3 7→ R3 الخطي التحویل نعرف 2

{e1, e2, e3} مع ،T(e3) = u3 و T(e2) = u2 ,T(e1) = u1

.R3 للفضاء الطبیعي الأساس
أوجد و {e1, e2, e3} الأساس بالنسبة T التحویل مصفوفة P أوجد

.T(x, y, z)
یلي: بما S : R3 7→ R3 الخطي التحویل نعرف 3

.S(x, y, z) = (−x + 2z, y + 2z, 2x + 2y)
للأساس بالنسبة A مصفوفتھ أوجد و خطي تحویل ھي S أن أثبت

.{e1, e2, e3}
.n ∈ N لكل ,An أوجد ثم {u1, u2, u3} للأساس بالنسبة S مصفوفة أوجد 4

الخطیة التحویلات بلال المنجي د.



الخطیة التحویلات تعریف
الخطي التحویل وصورة نواة
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الحل

المحدد أن بما 1∣∣∣∣∣∣
1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = −27

و ∥u1∥ = ∥u2∥ = ∥u3∥ = 1 أن بما و أساس. ھو {u1, u2, u3} إذًا
إذًا ⟨u1, u2⟩ = ⟨u1, u3⟩ = ⟨u2, u3⟩ = 0

.R3 للفضاء متعامد و عیاري أساس ھو {u1, u2, u3} أن أثبت
2

P =
1

3

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1


و

T(x, y, z) = 1

3
(x + 2y + 2z, 2x + y − 2z, 2x − 2y + z).

خطي. تحویل S إثبات السھل من 3

A =

−1 0 2
0 1 2
2 2 0

 .

إلى {u1, u2, u3} الأساس من الخطي التحویل مصفوفة ھي P المصفوف 4

بالنسبة الخطي التحویل مصفوفة ھي B كانت إذا و {e1, e2, e3} الأساس
فإن {u1, u2, u3} للأساس

B = P−1AP.
و P−1 = PT = P

B =

3 0 0
0 −3 0
0 0 0

 .

Bn = 3n

1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 0

 .

An = PBnP.
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الخطیة التحویلات تعریف
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مثال

T : R3 7→ R3 الخطي التحویل نعرف .A =

 2 −2 3
−2 2 3
3 3 −3

 المصفوفة لتكن

.R3 للفضاء (e1, e2, e3) الطبیعي للأساس بالنسبة A بالمصفوفة المعرف

.T(x, y, z) أوجد 1

و T(u1) = 3u1 بحیث R3 للفضاء (u1, u2, u3) متعامدا أساسا أوجد 2

.T(u2) = 4u2

.(u1, u2, u3) للأساس بالنسبة T الخطي التحویل مصفوفة أوجد 3

,S(e1) = u1 یلي: بما S : R3 −→ R3 الخطي التحویل الآن نعرف 4

.S(e3) = u3 و S(e2) = u2

الطبیعي. للأساس Sبالنسبة الخطي التحویل مصفوفة P أوجد
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الخطي التحویل وصورة نواة
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.P−1 أوجد و معكوس لھا P المصفوفة أن أثبت 1

الطبیعي. للأساس بالنسبة P−1 بالمصفوفة المعرف U الخطي التحویل لیكن 2

.k = 1, 2, 3 لكل U(uk) أوجد
.F = U ◦ T ◦ S لیكن 3

.F(e3) ,F(e2) ,F(e1) إحسب
.n ∈ N لكل An واستنتج F الخطي التحویل مصفوفة أوجد
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الحل

1

T(x, y, z) = (2x − 2y + 3z,−2x + 2y + 3z, 3x + 3y − 3z).
.u = (x, y, z) لیكن 2

T(u) = 3u ⇐⇒


−x − 2y + 3z = 0
−2x − y + 3z

3x + 3y − 6z = 0
⇐⇒ x = y = z.

.u1 = (1, 1, 1) نأخذ

T(u) = 4u ⇐⇒


−2x − 2y + 3z = 0
−2x − 2y + 3z

3x + 3y − 7z = 0
⇐⇒

{
x = −y
z = 0

.

.u3 = (1, 1,−2) نختار أن یمكن و u2 = (1,−1, 0) نأخذ
ھي (u1, u2, u3) للأساس بالنسبة T الخطي التحویل مصفوفة 3

[T] =

3 0 0
0 4 0
0 0 −6


4

P =

1 1 1
1 −1 1
1 0 −2


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أساس. (u1, u2, u3) لأن معكوس لھا P المصفوفة 1

.P−1 = 1
6

2 2 2
3 −3 0
1 1 −2


.U(u3) = (0, 0, 1) ,U(u2) = (0, 1, 0) ,U(u1) = (1, 0, 0) 2

.F = U ◦ T ◦ S 3

,F(e1) = U ◦ T(u1) = 3U(u1) = 3(1, 0, 0)
,F(e2) = U ◦ T(u2) = 4U(u2) = 4(0, 1, 0)

.F(e3) = U ◦ T(u3) = −6U(u3) = −6(0, 0, 1)
ھي F الخطي التحویل مصفوفة

D =

3 0 0
0 4 0
0 0 −6

 .

An = PDnP−1.
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