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المتسلسلات الثاني- الباب تمارين بلال المنجي د.



: 1 تمرين
التالية المتسلسلات تقارب ∑ادرس

n≥1

sin n2

n2
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n sin( 1n) 2
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∑
n≥1

enn!
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∑
n≥1

(−1)n
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∑
n≥1

cos n√
n + cos n 12
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: 2 تمرين
موجبين حدين ذات متقاربتين متسلسلتين ∑

n≥0

vn و ∑
n≥0

un لتكن

متقاربة ∑
n≥0

√unvn و ∑
n≥0

u2
n المتسلسلتين أنّ أثبت 1

lim
n−→+∞

nwn = ℓ و موجب حد ذات متسلسلة ∑
n≥0

wn لتكن

ℓ = 0 فإنّ متقاربة، ∑
n≥0

wn المتسلسلة كانت إذا أنه أثبت 2
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: 3 ∫تمرين +∞

0
f(t)dt التكامل يكون بحيث (C1) باتصال للتفاضل قابلة دالة f لتكن 1

مطلقا. متقاربا
∫ +∞

0
f′(t)dt التكامل أن و متقاربا

تايلور). مفكوك استعمال (يمكن متقاربة. ∑
n≥0

f(n) المتسلسلة أنّ أثبت

.
+∞∑
n=1

sin(π
√

n)
n التالية المتسلسلة تقارب ادرس 2
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: 4 تمرين

متقاربة. ∑
n≥0

(−1)n

n + 1
المتسلسلة أنّ أثبت 1

.
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(−1)k

k + 1
−
∫ 1

0

dt
1 + t

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n + 2
أنّ أثبت 2

.
∞∑

n=0

(−1)n

n + 1
= ln 2 أنّ استنتج 3
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الأول الباب تمارين

: 1 التمرين
التالية النهايات قيم أوجد

lim
n−→+∞

1

n

n∑
k=1

k2

n2
.1

lim
n→+∞

n∑
k=1

k

n2 + k2
.2

lim
n−→+∞

n∑
k=1

1√
n2 + k2

.3

limn→+∞

n∑
k=1

1

n
cos

(
kπ

n

)
.4

: 2 التمرين
التالية: التكاملات ∫احُسب x

1

dt

(t+ 1)
√
t
.1∫ π

0

dx

1 + sinx
.2∫ π

0

dx

1 + sin2 x
.3∫ π

0

dx

3 + cos(2x) .4

∫ π
4

0

ln(1 + tanx)dx .5

∫ 3

1

dx

x(1 + x4)
.6

∫ 1

0

√
1− x2dx .7

: 3 التمرين
أنّ أثبت .(C2) ،2 الدرجة من باتصال للتفاضل قابلة دالة f : [a, b] −→ R ∫لتكن b

a

f(x)dx =
b− a

2
(f(a) + f(b)) +

1

2

∫ b

a

(x− a)(x− b)f
′′
(x)dx.

: 4 التمرين
ياضي الر الإستقراء باستعمال قيمته أوجد ثم متقارب In =

∫ +∞

1

dx

xn+1
√
x− 1

التكامل أنّ أثبت
: 5 التمرين

متقارب. J =

∫ b

a

dx√
(x− a)(b− x)

التكامل أنّ أثبت .1

1



.x = a cos2 t+ b sin2 t التعويض باستعمال التكامل احُسب .2
: 6 التمرين

التالية. المعتلة التكاملات تقارب ∫ادرس +∞

0

x sinx

(1 + x2)
dx .1

∫ +∞

0

cosx
(1 + xα)

dx .2
∫ +∞

0

cos(αx)
1 + ex

dx .3
∫ +∞

0

sinx√
x+ cosx

dx .4

∫ +∞

0

2 tan−1 x− π√
x

dx .5
∫ +∞

0

(tan−1 x

x
− π

2(1 + x)

)
dx .6

∫ +∞

1

1

x

(
e

1
x − cos 1

x

)
dx .7

∫ 1

0

dx

cos−1 x
.8
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Q1: Discuss whether the series
∑∞

n=1 (1
2
)
√
n

converges or diverges.

Solution: We have the function f(x) = (1
2
)
√
x is positive, continuous, and decreasing

on [1,∞). Therefore, we can use the integral test to study the convergence of the
series.
If we integrate by parts, substituting t=

√
x yields dx = 2t dt. So substituting into

the integral we get

I =

∫ ∞
1

(
1

2
)
√
x dx =

∫ ∞
1

(
1

2
)t 2 t dt

.
We compute the integral on the right by parts, taking u= 2t and dv= (1

2
)t dt ⇒

du=2 dt and v= −1
ln(2)

(1
2
)t. Hence,

I = −2t
1

ln(2)
(
1

2
)t ]t→∞1 +

∫ ∞
1

2
1

ln(2)
(
1

2
)tdt

.
Now the integral

∫∞
1

2 1
ln(2)

(1
2
)tdt = −2( 1

ln(2)
)2(1

2
)t ]t→∞1 = ( 1

ln(2)
)2.

We have limt→∞ t (1
2
)t = 0 by L’hopital’s rule. This show that the improper integral

is convergent. Which means that the series is convergent by the integral test.

Q2:
(i) Show that the series

∑∞
n=0

(−1)n
1+n

is convergent.
(ii) Prove that

|
n∑

k=0

(−1)k

k + 1
−
∫ 1

0

dt

1 + t
| ≤ 1

n + 2

.
(iii) Conclude that

∑∞
n=0

(−1)n
1+n

= ln(2).

Solution:
(i) This is an alternating series where an = 1

1+n
is positive decreasing and an → 0,

thus the series is convergent by the alternating series test.

(ii) If we integrate on [0,1]

n∑
k=0

(−1)ktk − 1

1 + t
=

(−t)2+n

1 + t
,

(because
∑n

k=0(−1)ktk is geometric series. The summation is 1−(−t)n+1

1−(−t) ). We get

n∑
k=0

(−1)k

k + 1
−
∫ 1

0

dt

1 + t
dt =

∫ 1

0

(−t)2+n

1 + t
dt

.
However,

|
∫ 1

0

(−t)2+n

1 + t
dt |≤

∫ 1

0

| (−t)2+n

1 + t
| dt ≤

∫ 1

0

tn+2dt =
1

n + 3
≤ 1

n + 2

. Hence, the desired result.
(iii) This follows directly from (ii) if we let n goes to infinity, the quantity inside

the absolute value must converge to zero, and since
∫ 1

0
dt
1+t

= ln(2). We obtain the
result.
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الثاني الباب تمارين

: 1 التمرين
التالية المتسلسلات تقارب ادرس

;∑
n≥1

sinn2

n2

;∑
n≥1

n sin( 1
n
)

;∑
n≥1

n2

n!

;∑
n≥1

1

(ln(n+ 1))n

;∑
n≥1

2nn!

nn

;∑
n≥1

3nn!

nn

;∑
n≥1

nn

2n

;∑
n≥1

(
1

2
)
√
n

;∑
n≥1

ln (n3 + 1)2

(n2 + 1)3

;∑
n≥1

enn!

nn

;∑
n≥1

(−1)n

nα + (−1)n

;∑
n≥1

cosn√
n+ cosn

;∑
n≥1

cosn
n+ cosn

;∑
n≥1

(−1)n
√
n+ 2

n

.∑
n≥1

ln
(
1 +

(−1)n

2n+ 1

)

: 2 التمرين
موجبين حدين ذات متقاربتين متسلسلتين ∑

n≥0

vn و ∑
n≥0

un لتكن

متقاربتين ∑
n≥0

√
unvn و ∑

n≥0

u2
n المتسلسلتين أنّ أثبت .1

lim
n−→+∞

nwn = ℓ و موجب حد ذات متسلسلة ∑
n≥0

wn لتكن

ℓ = 0 فإنّ متقاربة، ∑
n≥0

wn المتسلسلة كانت إذا أنه أثبت .2

1



: 3 التمرين

متقاربة. ∑
n≥0

(−1)n

n+ 1
المتسلسلة أنّ أثبت .1

.
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(−1)k

k + 1
−
∫ 1

0

dt

1 + t

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n+ 2
أنّ أثبت .2

.
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= ln 2 أنّ استنتج .3
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