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 التوزيعات الاحتمالية المشتركة

Joint distributions 

 مقدمــة

كثير من النواحي في إلا أنه فيما سبق تم عرض التوزيعات الاحتمالية لمتغير عشوائي واحد ، 

و التطبيقية يهتم الباحث ب دراسة شكل التوزيع الاحتمالي بين متغيرين ، لمعرفة العلاقة بينهما، أ

 .  التنبؤ بأحدها من الآخر

 

 Joint distribution for twoالتوزيع الاحتمالي المشترك لمتغيرين متقطعين 

discrete Variables 

),(بفرض أن  YX المتغير  متغيرين عشوائيين متقطعين ، حيث أن)( X   يأخذ القيم المنفصلة

),...,,:(
21 r

xxxxX  والمتغير ،)(Y  يأخذ القيم المنفصلة),...,,:(
21 c

yyyyY . 

),(والتي تبين احتمال حدوث زوج القيم  فإن دالة الاحتمال المشترك yx  تكتب علي الصورةمعا 

 التالية:
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تكنوين دندول التوزينع الاحتمنالي   (1)الاحتمنال المشنترك فني معادلنة   ويمكنن منن خنلال دالنة

),( المشننترك للمتغيننرين YXيم ا بننين لمتغيننرين معننا ، والتغنناير ، وحسنناا احتمننالات حنندوث قنن

 استنتاج الخصائص الإحصائية التالية:المتغيرين ، كما يمكن 
 

 التوزيع الهامشي.وتباين متوسط استخدامها في حساا و دوال الاحتمال الهامشية 

 التغاير بين المتغيرين. 

  معامل الارتباط البسيط بين المتغيرينحساا. 

  الشرطيوتباين التوزيع  متوسطفي حساا  ا، واستخدامهةالشرطيالاحتمال دالة. 

 .استنتاج دالة الانحدار من متوسط التوزيع الشرطي 
 

 وسوف يتم عرض هذه النقاط من خلال التطبيق التالي.

 (:1تطبيق )

الأطفال في الأسرة التي بها ما بنين طفنل إلنلا  نلاث  إذا كانت دالة الاحتمال المشتركة بين عدد



   

2 

 

):3,2,1(أطفال  xXحليب الأطفنال الاناف منن ننوي معنين كنل  الوحدات المستهلكة منعدد ، و

):2,1,0(أسبوعين  yY  .تأخذ الصورة التالية 

2,1,0,3,2,1,),(
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 ،  م أودد الآتي:المتغيرين سالف الذكر  المشترك بين كون ددول التوزيع الاحتمالي

 من الحليب وحدة واحدة أسبوعيا. هلاكها، واست 2أطفالها  احتمال أن أسرة عدد -1

 .ل منهاكون دوال التوزيع الهامشية لكلا المتغيرين،  م احسب المتوسط والتباين لك -2

 احسب معامل الارتباط بين عدد الأطفال وعدد الوحدات المستهلكة، وما هو مدلوله. -3

الأطفال. وما  كون التوزيع الاحتمالي الشرطي لعدد الوحدات المستهلكة عند معلومية عدد -4

 إذا علم أن عدد الأطفال في الأسرة طفلان. هو متوسط عدد الوحدات المستهلكة

 كون مصفوفة التباين والتغاير للمتغيرين. -5

 

 (:1)الحل

 تكوين جدول التوزيع الاحتمالي:

: في معادلة الاحتمال المشترك بالتعويض
          

18

25.0
),(




xy
yxf

 

 نحصل عللا الاحتمالات التالية: y=0,1,2، عدد الوحدات المستهلكة x=1,2,3عن عدد الأطفال 
 

 
 

 عللا الصورة التالية: المشترك ومن  م يكتب ددول التوزيع الاحتمالي
 

f(x) 
 yعدد الوحدات المستهلكة 

 
2 1 0 
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(9/18) (6/18) (3/18) f(y) 
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 هو:  ، واستهلاكها من الحليب وحدة واحدة أسبوعيا 2احتمال أن أسرة عدد أطفالها  -1

11.0
18

2

18

2)2(5.01
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 وعدد وحدات استهلاكها وحدة واحدة.  2% من الأسر عدد أطفالها 11حوالي  أي أن

  

  .لكل منها ب المتوسط والتبايناحسوتوزيع الهامشية لكلا المتغيرين، ن دوال اليكوت -2

 أي للمتغير دالة الاحتمال الهامشية لعدد الأطفال ،x :تحسب بتطبيق المعادلة التالية 
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 ني ا، أي للمتغير الثتمال الهامشية لعدد الوحدات المستهلكةدالة الاحy  تحسب بتطبيق

 المعادلة التالية:
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وضحة بالمعادلتين ولحساا المتوسط والتباين للمتغيرين تستخدم دوال التوزيع الهامشية الم

 تطبيق المعادلات التالية:يتم و،  (5)، (4)

  xعدد الأطفال في الأسرة  yعدد الوحدات المستهلكة 
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وتطبيق  التوزيعين الهامشين من ددول التوزيع الاحتمالي المشترك ،كما يمكن أيضا اشتقاق 

  معادلتي المتوسط والتباين كما يلي:

18/)33()(  yyf  18/)9()( 5.1 xxf  

)( yf
2

y )( yfy )( yf y  )( xf
2

x )( xfx )( xf x 

0 0 (3/18) 0  (7.5/18) (7.5/18) (7.5/18) 1 

(6/18) (6/18) (6/18) 1  (24/18) (12/18) (6/18) 2 

(36/18) (18/18) (9/18) 2  (40.5/18) (13.5/18) (4.5/18) 3 

(42/18) (24/18) 1 Total  (72/18) (33/18) 1 Total 

 

  وبتطبيق معادلتي المتوسط والتباين:

  xعدد الأطفال في الأسرة  yعدد الوحدات المستهلكة 
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طفلا، بتباين  3..1متوسط عدد الأطفال في الأسرة التي بها  لاث أطفال تقريبا  أي أن 

 .9.5553علبة، بتباين  1.33. بينما  ودد أن متوسط عدد الوحدات المستهلكة للأسرة 9.33.0

 

 :ب معامل الارتباط بين عدد الأطفال وعدد الوحدات المستهلكةاحس -3

لحسنناا معامننل الارتبنناط بننين ين متغيننرين ، ويبننين معامننل الارتبنناط نننوي وقننوة العلاقننة بنن

، ويرمز له بالرمز  (X,Y)المتغيرين 
xy

، :تطبق المعادلة التالية 
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 حيث أن:
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  هو التغاير بين المتغيرين),( YXويحسب بالمعادلة التالية 
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 ويمكن حسابه من ددول التوزيع الاحتمالي المشترك كالتالي:
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حساا الماموي   
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 yعدد الوحدات المستهلكة 
 

2 1 0 

1×2× (3.5/18)=(7/18)
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2×2× (3/18)=(12/18)
 

2×1× (2/18)=(4/18)
 

2×0×(1/18)=0 
 2 

3×2× (2.5/18)=(15/18)
 

3×1× (1.5/18)=(4.5/18)
 

3×0× (0.5/18)=0
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 إذا التغاير قيمته هي:
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x
 هو الانحراف المعياري لعدد الأطفال :x :وهو الاذر التربيعي للتباين، أي أن 

0.79936389.0
2


xx

 

y
 هو الانحراف المعياري لعدد الوحدات المستهلكة :y :ويحسب أيضا كالتالي 

0.74545556.0
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 ويكون معامل الارتباط هو:
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يودد ارتباط طردي ضعيف بين عدد الأطفال في الأسرة وعدد الوحدات المستهلكة من الحلينب 

 الااف.

 

 التوزيع الاحتمالي الشرطي لعدد الوحدات المستهلكة عند معلومية عدد الأطفال.تكوين  -4

ة المتغير يعرف التوزيع الشرطي للمتغير، بأنه التوزيع الاحتمالي لأحد المتغيرين عند معلومي

 xإذا علم عدد الأطفال في الأسرة  yالآخر، ولحساا التوزيع الشرطي لعدد الوحدات المستهلكة 

 تطبق المعادلة التالية:



   

3 

 

(10)                              

 

 

2,1,0,
)9(

)25.0(

18/)9(

18/)25.0(

)(

),(
)|(

5.1

5.1













y

x

xy

x

xy

xf

yxf
xyf

 

ويرمز له بالرمز  xعند معلومية عدد الأطفال  yولحساب متوسط عدد الوحدات المستهلكة  -5
xy |

  

باتبناي نفنا الطريقنة المتبعنة فني حالنة الندوال الهامشنية ولكنن منع احنلال دالنة الاحتمنال الشرطي تطبق معادلة المتوسط 

)|(الشرطي  xyf  مكان الدالة الهامشية)( yf  :كما هو مبين بالمعادلة التالية 
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أي أن متوسط عدد الوحدات المستهلكة  )5.19/()5.111(
|

xx
xy

  دالة في عدد الأطفالx ويمكن معرفة معدل ،

 . xالتغير في متوسط عدد الوحدات عند تغير قيم 

 

 كون مصفوفة التباين والتغاير للمتغيرين. -6

تعننرف مصننفوفة التبنناين والتغنناير بأنهننا مصننفوفة مربعننة عناصننر قطرهننا الرئيسنني تمثننل 

التباينات وعناصرها الأخري تمثل التغايرات، وحيث أن لدينا متغيرين فقنط تكنون هنذه منن 

)22(الدردة   :ويعبر عنها كالتالي 

 

 1تمرين: 

 X , Yادول التالي يعطي الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين ال

4 3 2 
Y 

X 
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0.09 0.15 0.06 1 

0.21 0.35 0.14 2 

 هل المتغيران مستقلان؟

 

 هي X ,  Yكانت دالة الكثافة المشتركة للمتغيرين  اذا  :2تمرين 

f(X,Y) = 8 XY    ;    0 ≤ X ≤ Y ≤ 1 

 أودد

 شية ووضح إذا كان المتغيرين مستقلان أو لا.)أ(   دوال الكثافة الهام

 =f(X │ Y)ا(    ) 
1

 / 
2

 

 =f(Y │ X)ج(     ) 
1

 / 
3

 

 التوقع الرياضي وعزوم التوزيعات الثنائية   

 

 f(X,Y)متغيرا عشوائيا  نائيا مستمرا وكانت دالة الكثافة المشتركة هي   (X,Y)إذا كانت 

 متوقعة لهذه الدالة تعرف كالآتي: فإن القيمة ال X,Yدالة في  g(X,Y)وكانت 

     = E{g(X,Y)}    في حالة البيانات المتصلة

     ∑∑ g(X,Y) f (X,Y)  في حالة البيانات المنفصلة 

 فإن g (X,Y) = Xإذا كانت 

  E(X) =  

 

 فإن g (X,Y) = Yوبالمثل إذا كانت 
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  E(Y) =  

 Xغير تباين المت

 

 إذا كانت

 

  

 Yتباين المتغير 

 

 

 

 التغاير:

 X,Yتعرف بالتغاير بين المتغيرين  (Y-µy) (X-µx)إن القيمة المتوقعة للدالة 

 أي أن  C(X,Y)أو الرمز   Cov(X,Y)ويرمز له بالرمز 

Cov(X,Y) = E [(X-µx) (Y-µy)] 

= E(XY) – µx µy 

 الترافق بين المتغيرينوهو يقيا دردة 

 ملاحظة:



   

0 

 

 Cov(X,Y)=0  (1)متغيران مستقلان فإن  X,Yإذا كانت 

Cov (X,X) = V (X) = σ
2

x   (2) 

Cov (X,Y) = Cov (Y,X)   (3) 

 عددين حقيقيين فإن ,إذا كانت 

Cov(X,Y) =  Cov (X,Y) 

 :معامل الارتباط

 ويعرف  (X,Y)ز يرمز له بالرم X,Yمعامل الارتباط بين المتغيرين 

 

ان معامل الارتباط يقيس درجة العلاقة بين المتغيرين ومدى ارتباطهما ببعضهما وعلى 

 ذلك فهو يؤدي نفس دور التغاير إلا أن له ميزة مهمة وهو أن وحداته مطلقة.

 : 3تمرين

 هي X,Yإذا كانت الدالة الكثافة المشتركة للمتغيرين 

f(x,y) = 8 x y             ;  0  ≤  x ≤  y ≤  1 

 أحسب

 )أ( التغاير

 )ا( معامل الارتباط

 

 المتوسط المشروط أو التوقع المشروط

 هي  X=xبشرط أن  Yنعلم أن دالة الكثافة المشروطة للمتغير 

 

 ( كالاتيX=x)بشرط أن  Yويعرف التوقع المشروط أو المتوسط للمتغير  
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 التوزيع الطبيعي الثنائي
 

 يتبع توزيعا طبيعيا  نائيا بمعالم  (X,Y)ائي المستمر يقال أن المتغير الثن

μ
1 , 

μ
2 , 

σ
1
, σ

2
,  :إذا كانت دالة كثافته المشتركة هي 

 

 حيث أن:

 ) أ ( 

σ)ا( 
1
 > 0 , σ

2
 > 0 , -1 ≤  ≤ 1 

 :4تمرين

في ماتمع ما يتبع توزيعا طبيعيا  نائيا  Yوأطوال الزودات  Xإذا كان أطوال الأزواج 

 . بمعالم 

فما احتمال أن يكون طول زودته  cm 174اختير زودا عشوائيا. فإذا علم أن طول الزوج 

 . (166,172)ما بين 

 


