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Introduction

Notre thése consiste & donner des conditions suffisantes pour qu’une sous
variété totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension (n — 1) dans
un bord d’un domaine faiblement pseudoconvexe de C", soit un ensemble
localement pic. Rappelons d’abord quelques définitions et quelques résultats.

Soit D un domaine de C" & bord bD de classe C*. On note A> (D)
I’ensemble des fonctions holomorphes dans D qui admettent une extension
de classe C*® a D.

Un sous ensemble fermé K de bD est un ensemble pic pour la classe
A> (D), s’il existe une fonction f € A* (D) telle que f = 1sur Ket |f| <1
sur D\K. On dira que K est un ensemble localement pic pour la classe A>,
si pour tout point p € K, il existe un voisinage U de p tel que KNU soit un
ensemble pic pour la classe A (D NU).

Dans le cas ou le bord bD est de classe C* (analytique réelle), on note
@) (E) I'ensemble des fonctions holomorphes dans un voisinage de D. On
peut considérer les mémes définitions ci-dessus pour la classe O.

Soit M une sous variété de bD. On dira que M est complexe-tangentielle
en un point p € M si T, (M) C TF (bD) ou T, (bD) est le sous espace tangent
complexe maximal de 7}, (bD). Si M est complexe-tangentielle en tout point
p € M, on dira que M est complexe-tangentielle.

Si pour tout p € M, I'espace tangent réel en p & M ne contient aucune droite
complexe, on dira que M est totalement réelle.

Le sujet des ensembles pics a été étudié par plusieurs auteurs, voir par
exemple [T-W], [B-St],|C-C1, C-C2|, [H-S2|, [12],[N1]. Si D est le disque unité
dans le plan complexe, B. A. Taylor et D. L. Williams [T-W| ont prouvé que
les ensembles pics pour la classe A (D) sont des sous ensembles finis du
bord bD.

Dans C", n > 2, la situation est différente. Dans le cas ot le domaine D
est strictement pseudoconvexe, M. Hakim et N. Sibony [H-S1|, J. Chaumat et
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Introduction

A. M. Chollet [C-C1, C-C2] et J. E. Fornzaess et B. Henriksen [F-H] ont donné
la caractérisation des ensembles localement pics pour la classe A* suivante :

Théoréme 1 Soient D un domaine borné strictement pseudoconveze de C"
a bord bD de classe C* et K un sous ensemble fermé de bD. Alors, on a les
équivalences sutvantes :

1. K est un ensemble localement pic pour la classe A>.

2. K est localement contenu dans une sous variété C* de dimension
(n—1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle en tout point
p € K.

3. K est localement contenu dans une sous variété M, C*, de dimension

(n—1) de bD, totalement réelle et complexe-tangentielle en tout point
pe M.

4. K est un ensemble pic pour la classe A™.

Pour les domaines faiblement pseudoconvexes de C", cette caractérisation
des ensembles pics ne reste pas valable. Si on veut généraliser ces résultats aux
domaines faiblement pseudoconvexes dans C? on rencontrera des difficultées,
illustrées par les exemples suivants d’A. Noell [N1] :

Exemple 1 Soit D le domaine défini dans un voisinage U de l'origine de
C2 par p (z,w) = Rw+|2|* =t (32)* + (Sw)? < 0 avec 0 < t << 1 fizé. D est
un domaine conveze. La courbe M = {(z,w) € bD NU | Iz = Sw = 0} est
complexe-tangentielle mais M n’est pas un ensemble localement pic a origine
pour la classe A™.

Exemple 2 (voir aussi [F-S], page 231) Soit D le domaine défini dans un
voisinage U de Uorigine de C? par : p (z,w) = |w+e™**|2 —14+ R (In2z)" < 0,
ou R est une constante positive assez grande. D est un domaine pseudocon-
veze. La courbe M = {(z,w) € bDNU | |z| = 1,w = 0} est un ensemble
localement pic en tout point pour la classe A>® mais M n’est pas globalement

pic.

Dans notre thése, on se restreint aux ensembles pics locaux pour les classes
O et A>. Signalons qu’il existe des ensembles localement pics pour la classe
A qui ne sont pas pics pour la classe O comme le montre 'exemple ci-
dessous donné par A. Tordan dans [I1] :
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Exemple 3 Soit D le domaine défini dans un voisinage U de ['origine de
C? par : p(z,w) = |2|* +|w|* < 1. L’ensemble K = {(z,w) € bDNU | Rz =
Sw =0} U{(z,w) € bDNU | Iz = Sw = 0} est un ensemble pic pour la
classe O par contre M = {(z,w) € bDNU | Sz = Sw = 0} est un ensemble
localement pic pour la classe A> mais n’est pas localement pic pour la classe

0.

Les ensembles localement pics de C" ne sont pas forcément contenus dans
des sous variétés complexe-tangentielles de dimension (n — 1) du bord comme
dans 1'exemple ci-dessus : K est un ensemble pic (prendre f(z,w) = z* +
w?—1) pour la classe O mais K ne peut pas étre contenu dans aucune courbe
complexe-tangentielle.

Comme la caractérisation des ensembles localement pics semble étre trop
dure nous imposons la contrainte que K soit une sous variété, complexe-
tangentielle, de dimension (n — 1). Quelles sont les conditions suffisantes pour
que K soit localement pic en p € K7

Notre inspiration provient des travaux de L. Boutet de Monvel et A. Tor-
dan [B-I1] ou sont donnés des conditions nécessaires et suffisantes concernant
I'existence des courbes localement pics passant par un point de type fini, dans
le bord d'un domaine pseudoconvexe & bord de classe C¥ dans C? pour la
classe O. Plus précisément, les auteurs considérent un domaine "modéle” D
dont la fonction définissante locale p a lorigine qui est point de type 2k,
s’écrit sous la forme :

p(z,w) = Rw + Poy (2) + O (|2, |20, [w]?)

2k—1
avec Py, = Zaiziz%_i, a; = Qgi_; un polynéome homogéne de degré 2k, a
valeurs réel]els 1et sans termes harmoniques. Puis, ils définissent un invariant
vp,, pour a € C\{0} fixé on 13, (() =R [—% Z?;ll 8%2—;“7,(0“)@’“} + Py, ()
pour tout ¢ € C. En fait, o désigne un vecteur porté par' I'unique direction
complexe tangente de TC (bD).

Condition Nécessaire [B-I1]. On suppose qu'il existe une courbe -, ana-
lytique réelle, complexe-tangentielle dans le bord du domaine D passant par
un point p € bD de type fini 2k, qui est un ensemble localement pic en p
pour la classe O. Alors il existe a tel que pour tout ¢ € C, vp, (¢) > 0.
Condition Suffisante [B-I1]. Soit D un domaine pseudoconvexe a bord
bD de classe C* de C2, p est un point de type fini 2k de bD et v une courbe
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analytique réelle, complexe-tangentielle de bD passant par p. Soit I' la com-
plexifiée de v. On suppose que

eI'ND =n.

e [l existe une constante ¢ > 0, un entier m € N*, tel qu’ on ait, pour
tout ¢ € C,

par (T(C)) = ¢ (SC)*™ ¢,

ol por est le premier terme non identiquement nul dans le développement
de Taylor de la fonction p o I' a Vorigine. Alors d’aprés [B-I1], il existe un
voisinage U de p tel que vy NU soit un ensemble localement pic pour la classe
0.

Nous généralisons l'invariant vp, pour un domaine D pseudoconvexe
borné de C" avec n > 3 et remarquons que le comportement de l'invariant
vp,, varie selon la direction tangente complexe choisie. En effet, I'entier k se
comporte de maniére discontinue en fonction de « car on a plusieurs direc-
tions complexes tangentes (dimg TiC (bD) = n — 1). Ainsi, nous controlons la
fonction v, dans les différentes directions complexes tangentes en donnant
une quantification du comportement : ’hypothése (H) (voir le chapitre 2, sec-
tion 3). Nous donnons d’abord un changement de coordonnées holomorphe de
facon que la sous variété M s’écrive sous la forme : M = {(Z,w) € bD /| 3Z =
w = 0}, p est ramené a l'origine et le bord bD a pour fonction définissante
locale p = Rw + A(Z) + SwB (Z) + (Sw)? R (Z, Sw). L’hypothése (H) est
donnée dans ces nouvelles coordonnées. Elle entraine des conséquences pour
la fonction A. De plus, il s’avére qu’il faut distinguer deux comportements
différents : un comportement & 1'origine p = 0 € M et un autre comporte-
ment en p’ € M, ou p’ est assez proche de p. Ceci nous améne a définir les
pseudo-normes || Z||. et ||Y||« puis d’introduire le Z-poids et le Y-poids pour
une fonction. Grace a 'hypothése (H), nous pouvons effectuer une “analyse
a poids” de certaines fonctions sur M et en donner des conséquences pour le
multitype qui fait 'objet du chapitre 4.

Puis, ayant les conséquences de I’hypothése (H) pour la fonction A, on
pose la question suivante : Comment la pseudoconvexité du bord bD force la
sous variété M d’étre un ensemble localement pic en p € M7

En choisissant la "bonne” direction complexe tangente ¢t = > m,y, X,
de T® (bD) liée a (H), nous obtenons une expression de la forme de Lévi
qui nous permet de connaitre les restrictions imposées sur les fonctions A
et B par la pseudoconvexié du bord. L’hypothése (H) et Ianalyse & poids
faite sur certaines fonctions entrainent alors que 372 est uniformément borné
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sur un voisinage suffisamment petit de l'origine de C"~!. Ceci nous donne
immeédiatement une fonction pic pour M (voir le chapitre 2, la proposition
2.3.1).

Dans les hypothéses (H;) et (H2) nous donnons une version invariante de
I'hypothése (H) (voir le chapitre 2, section 1 : préliminaires).

Dans la premiére partie de notre travail nous donnons une condition suf-
fisante pour que M soit un ensemble localement pic pour la classe O.

Théoréme 2 Soit D un domaine pseudoconvexe de C" a bord bD de classe
C¥. Soit M une sous variété C¥ de dimension (n — 1) de bD, totalement
réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage d’un point p € M. On sup-
pose que M admet un champ de vecteurs X, C¥, pic-admissible de pic-type
(K, M;my,...,my,_1) au voisinage de p pour O. Alors la sous variété M est
un ensemble localement pic en p pour la classe O.

Les définitions de pic-admissible et de pic-type se trouvent dans le chapitre
2, section 1 : préliminaires.

Dans la deuxiéme partie, nous établissons une version de ce théoréme
dans le cas C'*°. De plus, nous donnons la propriété d’interpolation comme
suit :

Théoréme 3 Soit D un domaine pseudoconvexe de C" a bord bD de classe
C>. Soit M une sous variété C* de dimension (n — 1) du bord bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d’un point p € M.
On suppose que :

e il existe deux constantes C' et L positives telles qu’on ait :

Lév p (q)[t] > CJt|? dist (¢, M)", ¥g € bD N U, ¥t € TE (bD).

o M admet un champ de vecteurs X, C™, pic-admissible de pic-type
(K,M;my,...,m,_1) au voisinage de p pour A>.
Alors,
i) la sous variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe A>.

it) la sous variété M est un ensemble localement d’interpolation en p pour la
classe A>.

La thése est organisée comme suit : dans le premier chapitre, nous rap-
pelons des propriétés locales connues des ensembles pics pour la classe O.
Ensuite, nous développons les travaux de L. Boutet de Monvel et A. Tordan
[B-I1]|. Dans la premiére partie du deuxiéme chapitre, nous énongons d’abord
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les hypothéses (H;), (Hz) et notre théoréme principal. Puis, nous effectuons
un changement de coordonnées holomorphes qui nous permet d’avoir notre
condition suffisante : I’hypothése (H). Dans la deuxiéme partie, nous intro-
duisons les Z-poids et Y-poids des fonctions analytiques réelles et nous dé-
montrons le théoréme principal. Dans le troisiéme chapitre, nous étendrons les
résultats du chapitre 2 pour la classe A* en utilisant un changement de coor-
données presque-analytique. Puis, nous donnons la preuve de notre deuxiéme
théoréme et de la propriété d’interpolation. Dans le dernier chapitre, nous
interprétons nos hypothéses avec le concept de multitype de D. Catlin, ce qui
nous donne le multitype sur la sous variété M pour la classe O puis pour la
classe A.
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Chapitre 1

Notations et Rappels

Ce chapitre est consacré a rappeler des propriétés locales connues des
ensembles pics pour la classe O et de développer les travaux de L. Boutet de
Monvel et A. Iordan [B-I1] pour un domaine D pseudoconvexe borné de C”
avec n > 3.

1.1 Définitions et notations.

Soit D C C™ un domaine borné. On dit que le bord de D, noté bD, est
de classe C™ (C%) au voisinage de p € bD s’il existe un voisinage ouvert U
de p dans C" et une fonction p € C* (U) (p réel analytique) a valeurs réelles
telle que

{DﬂUz{ZGU/P(Z)<O} (1.1)
dp(Z) #0,YZ e bDNU ' '

On dira que le bord bD est de classe C* (k = oo,w) s'il est de classe C* au
voisinage de chacun de ses points. Une fonction p € C* (U) qui satisfait a
(1.1) est appelée fonction définissante pour D en p.

Le lemme suivant est bien connu :

Lemme 1.1.1 Soient p; et ps deux fonctions définissantes pour D, de classe
C* sur un voisinage U de p € bD. Alors, il existe une fonction strictement
positive h € C* (U) telle que

p1 = hpy surd
dpy (Z) =h(Z)dpy (Z),¥Z € bDNU

9



Chapitre 1. Notations et Rappels

Si p est une fonction définissante pour D en p, I'espace tangent au point
p € bD, noté T, (bD), est donné par

T, (bD) = {t € C" / dp(p) [t] = 0}

Ainsi, on peut identifier T, (bD) avec les dérivées directionnelles annulant p
en p. De plus, on peut identifier 7, (bD) & un sous-espace vectoriel réel de
dimension réelle 2n — 1 de T, (C"*) = C".

Si J est la structure complexe sur T}, (C"), alors T, (bD) = T,, (bD)NJT, (bD)
est un sous-espace vectoriel de dimension complexe (n—1). L'espace T}, (bD)
est appelé espace tangent complexe en p a bD. Il est donné par

TS (D) = {t € T / 9p(p) 1) = 0}.
On dit que D est (Lévi) pseudoconvexe en p, si

9?p _
(p)tit; > 0

Lévpp)[t= >

1<i,j<n

8zi azj

pour tout ¢t € T (bD). Lév p(p)|t] s’appelle forme de Lévi ou hessienne
complexe de p.

Soit D un domaine pseudoconvexe en un point p € bD. On dira que le point
p est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est définie positive pour
tout t #0,t € T;C (bD). Sinon, on dira que le point p est faiblement pseudo-
convexe.

Soit D un domaine de C" a bord C* (k = w,00) et M une sous variété de
classe C* dans bD. M est dite complexe-tangentielle si T, (M) C T (bD)
pour tout point p € M.

Si pour tout p € M, I'espace tangent 7, (M) ne contient aucune droite com-
plexe, on dira que M est une sous variété totalement réelle.

Considérons le germe en 0 d’une courbe complexe C'* non triviale :

z:(C,0) — (C™, p).

S’il existe un plus petit entier naturel v = v(z) pour lequel une dérivation
d’ordre v de z ne s’annule pas en zéro alors on appelle v I'ordre de multiplicité
de z — 2(0) en zéro. Sinon, on pose v(z) = oo.

Soient D C C™ un domaine a bord C*°, p un point de bD et p une fonction
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définissante de D. Pour les germes z holomorphes tels que z(0) = p, v(z)
divise v (2*p). Si

v(z'p)

Aq(D,p) =

1< ,p) z hosl(}ilnlzrphe V(Z>
z(0)=p

< 00,

on dit que le 1-type de D est fini en p. On dira que D est de type fini < m
si, pour tout point p de bD, A¢(D,p) < m.

On note dist(p, M) la distance euclidienne d’un point p & une sous variété M.
Le symbole || || représente la norme euclidienne pour un vecteur de RY. On

. ) e o .
désigne D® I'opérateur différentiel ax‘*laﬁ dans RY ot a = (g, ..., ay) et
1 0Ty
. ) e o
|a| = a1 + ... + an et parfois D Popérateur différentiel m dans CV
T o

ou o = (aq,...,ay) et la] =a; + ... + ay.

Pour alléger ou pour simplifier la rédaction, on écrira ” pour tout z dans F,
a(z) =~ b(z) 7 ou encore ” pour tout z dans F, a(z) est équivalent a b(z) ” pour
exprimer qu’il existe des constantes ¢ et C, strictement positives, telles que,
pour tout z € E, on ait ¢ a(z) < b(z) < C a(z). De méme, la proposition ”
pour tout z dans E, a(z) < b(z) ” signifiera qu’il existe une constante C' > 0
telle que, pour tout z dans E, on ait a(z) < C b(z).

1.2 Propriétés connues des ensembles pics pour
la classe O.

Définition 1.2.1 Soit D un domaine de C" a bord bD de classe C¥. On
note O (5) Uensemble des fonctions holomorphes dans un voisinage de D.
Sip € bD etU est un voisinage de p dans C™, on note O (E N L{) I’ensemble
des fonctions holomorphes dans un voisinage ouvert V de p dans C" conte-
nant DNU.

Un sous ensemble M de bD est dit pic pour la classe O (E), sl existe une
fonction f € O (5) telle que f =1 sur M et |f| < 1 dans D\ M.

On dira que M est un ensemble localement pic pour la classe O en un point
p € M, s’il existe un voisinage ouvert U de p dans C" tel que MNU soit un
ensemble pic pour la classe O (E N Z/I) ou, ce qui est équivalent, une fonction
geO (EHZ/{) telle que g =0 sur MNU et Rg < 0 dans (EQL{) \ M.

11



Chapitre 1. Notations et Rappels

Proposition 1.2.1 Soit D un domaine pseudoconvere de C" a bord C¥ et
M une sous variété C¥, totalement réelle, de dimension (n —1) de bD. On
suppose que M est un ensemble localement pic en un point p € M pour

la classe O. Alors, il existe un voisinage ouvert U de p dans C" tel que la
complexifiée de M dans U, notée M, vérifie MND = MNU.

Preuve.
Soit p € M. Tl existe un voisinage ouvert U de p et une fonction f holomorphe
sur U tels que

f=0 suMNnU
{ Rf <0 sur (DNU)\M

Soit v : B(0,7) — U une paramétrisation de classe C* de M telle que
7v(0) = p ot B(0,r) C R"! est la boule de rayon r centrée en 0.
On a dyy : R*' — T, (M) C C" est de rang (n — 1).
Notons 7 : B(0,7) — C"* la complexifiée de v ou B (0,7) est la boule
ouverte de rayon r centrée en 0 dans C"'. Comme M est totalement réelle
en p, d¥y est de rang complexe (n — 1). Par conséquent, si r est suffisamment
petit, on a :

o7 <§(O, r)) =: M est une sous variété complexe de U.

3 :B(0,r) — M est un biholomorphisme.

Or, foy ‘ o O.B ou fory Bow 0. Donc M C {zelU / f(z) =0}.

En particulier, on a MND C{z€U / f(z) =0}ND C MNU.

Or,on a M NU C M N D. Alors on obtient M N D =MnNU. O
Les résultats suivants généralisent le lemme 2 et le théoréme 1 dans [B-I1].

Lemme 1.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de C" a bord C*. On sup-

pose que O € bD, 0 de type fini < 2k et que D s’écrit dans un voisinage

U de lorigine : DNU = {(Z,w) € U | p(Z,w) < 0} avec p(Z,w) =
2k

Rw +P(Z) + 0(lw? |Z*4,|Zw]), Z = (21, 2-1), P =) P est un
=2

polynome de degré 2k > 2 en Z et Z et {P;} est une famille des polynomes
homogeénes de degré i respectifs et sans termes pluriharmoniques. Soit M
une sous variété C* de bD de dimension (n— 1) contenant lorigine telle que
Uespace tangent Ty (M) soit R" x {0}. On suppose que M est un ensemble
localement pic a lorigine pour la classe O.
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Chapitre 1. Notations et Rappels

Alors, pour tout a = (ay, ..., 1) € (R* N, il existe un 1 < ko < k tel
que, pour tout 1 < i < 2k, et ¢ € C, on ait P; (C.at) = 0 et Py, (C.c) est
non identiquement nul. De plus, si on pose

n—1

1 oP

V%Qka (O - _k_éR <Z @ 822;& (ah ey an—l)C%a) + P2ka (Coq, ey CO‘n—l)a
e =1

onavpg, (¢)=0.

Preuve.

Soit T' = (,0) € T (M). On note C3 =<< (T, ng) >> le C-espace vectoriel
de dimension 2 o1t ny désigne le vecteur normal extérieur unitaire a ’origine.
Soit U un voisinage de I'origine. On pose v NU = M N C% NU ou ~yr est
paramétrée telle que (74.,(0) = ay, ..., 7,1 7(0) = an_1).

Notons vr la complexifiée de yp. Alors 7, r s’annule a un ordre pair 2k,
(1 < k, < k varie selon la direction T choisie) a Porigine.

En effet, 7 est de classe C¥, complexe-tangentielle dans CNbD et elle passe
par Porigine. Or M est un ensemble localement pic. Alors, on a ypNDNU =
yr NU. Ainsi, d’aprés le lemme 2 dans [B-I1], on obtient

n—1

ko)l In,T

De plus, pour tout ( € V, on a : po7p(¢) > 0 o V est un voisinage de
lorigine. Ceci entraine

n—1
opP
P2ka(<0517 ...,COén,1> — ié}% ( E aja—j%(al, "'7an1><2k°‘> Z 0. N
j=1 J

Remarques 1.2.1

1) . (€) est l'unique polynome tel que Poy,_ (Can, ..., Coy_1) — Vb, (€) soit
harmonique et qui s’annule au second d’ordre quand IS¢ = 0.

2) Pour ¢ = ¢”, on pose py,, (0) =vp,, (¢”). Ona

[e] 7 1 dQM
M, () = 7 |k + o)
Quand 0 =0 ou 7, on obtient
1d? )
Zd_ﬁg o Lév Pop, (Faq, ..., o, 1) [(ag, ..., 1)) -

13



Chapitre 1. Notations et Rappels

Ces résultats ci-dessus sont donnés par souct de complétude. Ils ne joueront
pas de réole important dans ce travail.

8) Dans [B-11], on a diim TC (bD) = 1. Donc, il existe seulement une direction
complexe. Dans notre travail k., se comporte discontinument en fonction de
a. Un objectif de la thése était d’élucider le comportement de VB, Sur des
ensembles pics sous certaines hypotheéses.

Preuve.
1) Comme Py est homogéne de degré 2k, alors

n—1
0P,y 0P}
= ; = = 2k,Po. .
— (Zj 0z; T 0z, ) 2

J

<j

n—1
P
Or, Py, est a valeurs réelles. On obtient i?R (Z@%) = Py, .
-1
1) € (R"1)" et IS¢ = 0. Alors,

Soit Z = (Caq, ..., Cap_1) avec @ = (g, ..., Gy

n—1 aP
PQk‘l (Cal’ ) ganfl) - _§R (Z ]C%(Cala ceey ganl)) =0.
J

7=1
D'ou v, (¢) =0 quand 3¢ = 0. De plus,

-1

aya n—1 BP P
% = Z& 2ha (C ai, .. '7Can 1 Z 2ka ah -"7041171)(2]6&71 = 0.

Car si ¢ =0on a, pour tout 1 < j <n—1,

opP opP
e (Con, ooy Can) = (1520 (ay, o aga).

7j=1 7=1

2) Soit ¢ = re® € C* avec r = |¢| > 0. Or v (¢) est homogéne de degré
2k, par rapport & r. Alors, si on pose p (0) = vp,, (ew) on obtient
1 d*pu

Avp, (") = 1 (2ka)?1(0) + 2 (0)

L’opérateur de Laplace A s’écrit en coordonnées polaires (r, ) sous la forme
suivante :

2 10 10
A= Z,
B

a2 " 2ag " vor
14



Chapitre 1. Notations et Rappels

On obtient
Avg re') = 2(1 —r? ’9041 oréa, 1) asae™
Pka 0z 82 T J
1<ij<n—1 =+
0?Pyy,. , ,
0 0
+ 21472 E 9207, e’aq, ..., re’ Oén—l) ;0
1<z,]<n 1 Y]
n—1
1 0Py , , ,
+ 2(-—r)R 5 2 (releal, ...,Telean,l) ajew
T = Zj
n—1
0P,
+ Akgr®e? (r? = 1) §RE 2 (g ey Ay q ) €200

0z;

Quand # = 0 ou m, p s’annule. Dans ce cas, on obtient pour r = 1

d%‘ 001 = Lév nga (:l:ozl, .. x Ozn_l) [(O[l, ...7O[n_1)]. ]

=

Corollaire 1.2.1 Soient D un domaine de C" a bord C* et M une sous
variété C*¥, totalement réelle, de dimension (n—1) de bD. On suppose que la

complexifiée Mde M vérifie MND = M. Alors M est complexe-tangentielle.

Preuve.

Soit p € M. Aprés un changement de variables holomorphe, on raméne p a
I’origine. Dans un voisinage U de 'origine M s’écrit dans les nouvelles coor-
données : M = {(21, ..., zp—1,w) €U | Sz1 = ... = Fz,_1 = w = 0}. Ainsi, la
complexifiee M de M est M = {(z1, ..y Zn_1,w) €U / w = 0}. La propriété
MND = M entraine p (21, 20-1,0) > 0 et p(21,...,20-1,0) = 0 si, et
seulement si, Sz; = ... = 2,1 = 0. Donc, pour tout 1 < 57 <n—1,on a
g—zf; (Rz1, ..., Rz,-1,0) = 0. D’ott M est complexe-tangentielle. O

15



Chapitre 2

Ensembles localement pics pour la
classe O

Dans ce chapitre, on donne une condition suffisante (voir le théoréme
2.2.1) pour qu’une sous variété M, C*| totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d’un point p € M, de dimension (n — 1) dans le bord bD
d’un domaine D faiblement pseudoconvexe dans C" a bord C“, soit un en-
semble localement pic en p pour la classe O.

2.1 Préliminaires.

Soit D un domaine de C™ a bord bD de classe C*. Soit M une sous variété
C¥, de dimension (n — 1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d’un point p € M.

Soit (U,~) une paramétrisation de classe C* de M au voisinage de p ou U
est un voisinage ouvert de Porigine dans R"! et v (0) = p.

Soit X un champ de vecteurs sur M de classe C* avec X (p) = 0. Soit X; un
champ de vecteurs sur U tel que dy (X;) = X.

Notons ¢ = ((1,...,(n_1) les coordonnées d’un point de U. Le champ de
vecteurs X, s’écrit dans ces coordonnées

n—1 8
X1=Y d;(¢) ac’
i=1 ¢

16



Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

ot les d; sont des fonctions C¥ dans U. On associe & X, la matrice jacobienne
a origine :

od;
aG;
Soit ¢ : V' — M une autre paramétrisation définie dans un voisinage ouvert
V de l'origine dans R}, de classe C¥ de M telle que ¢(0) = p.

Soit Xy un champ de vecteurs sur V' tel que d¢ (X5) = X.

Notons n = (11,...,Mn—1) les coordonnées d’un point de V. Le champ de
vecteurs X, dans ces coordonnées soit

n—1 P
X; = e(n) o

i=1

Dy ={- (0 hi<ijcn1-

ol les e; sont des fonctions C* dans V.

Considérons ¢ : U — V' le changement de paramétres tel qu’on ait v = ¢o).
Comme X, = di (X;) alors X, s’écrit en un point n = 1 (¢) sous la forme
suivante :

j=1 \i=1

Pour tout ¢ = 1,...,n — 1, on en déduit

(W),
on;

GO =Y e W(0) ().

Comme 9(0) = 0 et pour tout j, e;(0) = d;(0) = 0 alors, pour tout i et k,
on obtient

- (0) . (2.1)

On pose D2 = {gf]; (0)}1§i,j§n—1 et C := {gzé}; (0)}1§i,j§n—1~
L’équation (2.1) nous permet d’avoir D; = C~' D, C. Maintenant, nous

énoncons notre premiére hypothése :

La matrice Dy est diagonalisable et a pour valeurs propres
my > Mg > ... > My_1, o0 m; € N*, pour tout 1 <i<n— 1.

(H1)

17



Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Si (H;) est vérifiee, on dit que M admet un champ de vecteurs X de classe
C¥, admissible & poids (my, ..., m,_1) associé & la paramétrisation (U,~y) au
voisinage de p € M.

Remarque 2.1.1
On remarque que [’hypothése (Hy) ne dépend pas de la paramétrisation choisie
et les my;, ainsi que leurs multiplicités, sont univoquement déterminés.

Lemme 2.1.1 Sous ’hypotheése (Hy), il existe un changement de coordon-

n—1
.0
nées sur U de classe C¥ tel que X7 = Z mlgf
i=1 ‘

Preuve.

n—1
Soit X (¢) = Z d; (€) 0 . Comme la matrice {ggj
i=1

G (O>}1§i,j§nf1 est diago-

nalisable, on a, quitte a effectuer un changement de coordonnées linéaire,
pour 1 <7< n—1,

di (¢) =miGi+ > dy () G (2.2)

1<l,k<n—1

ot les dj, sont des fonctions de classe C* dans U.
Dans un premier temps, on va résoudre I’équation différentielle ordinaire
suivante :

Wies) == 3 di(sler ) mle )mle,s) (23)

ds m;
1<l,k<n—1

avec fb = (U1, ..oy fin—1) € R 1; (c,0) = ¢; ot ¢ = (1, ..., cp1) € R

s €]-94,d[, § > 0.

D’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires, il existe € > 0 tel
B(0,¢) — F(B(0,¢))

ue F': f ’

q { c=(c1,eyCn1) — (e, 0)

défini sur une boule ouverte B (0,¢) de centre 'origine et de rayon ¢ dans

R"~!. De plus, I'application (¢, s) — (¢, s) est de classe C* dans B (0, ¢) X

-9, 4.

Pour ¢ € R" ! et t € R fixés, notons ¢ (s) = t.u(c,ts). Alors, pour 1 < i <

soit un C“-difféeomorphisme

18



Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

n—1,o0n a

) 2
dSO’L (8) o t d:ul

ds Ty, ds (c:ts)
t;
= ST d (s alets) e ts) (o, ts)
1<l k<n—1
= Z dy (s0(5)) @1 (s) ©; (s) -
1<l k<n—1

Or, ¢ (0) =t.u(¢,0) = t.c. L’unicité de la solution de I'équation différentielle

(2.3) implique que ¢ (s) = p(t.c,s).
En particulier, on a

p(te, 1) =tpu(ct). (2.4)

On pose k (¢, s) := s.u (¢, s). L'équation différentielle (2.3) devient

B s
2
= smes)t e S i (sue) ule,s) m(e,s)
U 1<l k<n—1
= R Z di), K (¢, s) kg (¢, 8).
L 1<l k<n—1
Ainsi, pour tout 1 <7 <n — 1, on obtient
~ dlii ~ i
mis— (c,8) =myk; (¢, 8) + Z dy (K(c, s)) ki(c,s) ke (¢, s).

1<l,k<n—1

Donc, pour ¢ = & (¢, s), si on identifie

Xi(5)i= (O 5

avec (d1((), ..., d,—1(C)) alors, pour tout 1 <i <n —1, on a d’aprés (2.2),

4:(0) = s 5).
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Finalement, nous exprimons les courbes s — & ({’, s) par rapport aux nou-
velles coordonnées ¢’ on (' = F ((). L’équation (2.4) implique F (¢t.{') =

p(tc' 1) =tu(¢,t) = k(¢ t). Donc, F~1 (k (¢, t)) = t.¢’. On pose main-
tenant &' (¢',t) :== F~'(k(¢’,t)). Alors, le champ de vecteurs X; s’exprime
dans les nouvelles coordonnées (' par

X[(s.¢) = Zd’ )5

n—1 v
_ Zmisd’%i (Cv) (S-C,) i

— ds (]
n—1
_ 0
= Z mlSCz aC/
=1 (
-1
Donc, pour s = 1 et pour tout ', on obtient que X7 (¢ Z Z@C’ Ceci
achéve la preuve du lemme. O

Exemple 2.1.1 Au voisinage de l'origine de R?, on considére le champ de

vecteurs X; = (2{1—1—@22)8%1 + G 8%2 de classe C¥, admissible a poids

(fg = 2,79 = 1).

299 = 12k + k3)
Awvec les notations du lemme 2.1.1, on a dd% = %mz
K(0) = (k1(0), 2(0)) = (0,0)
Ko = C2S
Ceci implique { 41 =1 (Iil + 05282) . On pose k(c,s) = su(c,s). On ob-
Coy € R
Ho = C2 , . 2
tient § gy = c; + %23 . Alors, on a { K1 : s+ =5 . En effectuant main-
Cl,CQGR 2 = 28

C{:Q—i—
G = G2

tenant le changement de coordonnées suivant : { 2 on obtient

o) 0
Xi= 20 30 + G g

Soit maintenant X; comme dans le lemme 2.1.1.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Lemme 2.1.2 Soit A = (A4, ..., A1) un changement de coordonnées sur U
de classe C¥ tel que A(0) = 0 et dA (X)) = Xy. Alors, A est polynomial. Plus
précisément, si pour ¢ = ((1,...,Co1) € U, T = (i1,...,7,_1) € N on pose

n—1
||, = Zi,,ﬁzy, alors, pour tout 1 <j<n-—1, on a

v=1

A (Q) = Z al ¢t avee af € R.

H]=m;
Réciproquement, tout A de ce genre préserve X;.

Preuve.

Les courbes intégrales de X; sont k¢ (A) = ()\’7”(1, s X%”*C‘n,l) o A € R.
Comme dA (X;) = Xj, A envoie la courbe intégrale passant par ¢ ci-dessus
sur la courbe intégrale passant par n = A (¢). Donc, on obtient

(A™AL(C)s s AT A1 (Q)) = (A (Be(N)) sy A (Re(N))) - (2:5)
Soit 1 < j <n —1 fixé. On décompose A; sous la forme suivante :

Aj () = A" (Q) + R(Q),

> * o * i1 in—1 . . ~ .
ou A*(¢) = E ai, i CtGr T est non identiquement nul et m est mi-

] =0
nimal tel qu’ il existe une constante C' > 0 vérifiant |R (k¢ (A)) | < C|A|™FL
Léquation (2.5) implique

XA Q) = A, (s (V)
= NAT(Q) + Rk (V). (2.6)
On divise maintenant '’équation (2.6) par A™. Puis, en faisant tendre \ vers

0, on obtient m = m; et A; (¢) = A* (¢) pour tout ¢ € R™*. O
Dans le corollaire suivant on considére un cas particulier.

Corollaire 2.1.1 Soit {my,....,m,_1} = {$1, ..., Sk} avec s > s9 > ... > s
k
(1<k<n-—1). Sipourtoutl <r <k, onas,# Z i, S, quel que soit
v=r+1

i, € N, alors pour tout 1 < j <n—1et ( € R, A, s’écrit sous la forme
linéaire sutvante :
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n—1
. — J —
A (€) Zl ay, G, avec I, 0,...,.1 ,0,..,0).
Ici a]I'V =0 si m, #m,.
Preuve. )
Soit 1 < j <n—1 fixé. Soit I = (iy,...,7,1) € N*7! tel que Z My, = M.
v=1

Donc ¢, = 0 si m, > m;. On envisage 2 cas :
e Soit i, = 1 pour m,, = m;. Alors, i, = 0 pour tout v # 14. Dans ce
cas, on obtient le résultat voulu.

n—1
e Soit 7, = 0 pour tout v avec m, = m;. Alors, m; = E myi,. Or, il
o~ D:1~
ml,<m]~
n—1
existe un r, 1 <r < k, tel que m; = s,. Ainsi, on obtient s, = E myi, =
- 1/:1~
ml,<mj
n—1
g sut,. D’ou la contradiction et ce cas n’a pas lieu. U
p=r+1

Remarques 2.1.2

1) Le lemme 2.1.2 signifie que la représentation paramétrique du lemme
2.1.1 est univoquement déterminée 4 une transformation polynémaiale pres
A qui est "homogeéne & poids 7 Y i, m,. On remarque que A est un C*-
difféomorphisme et que sa fonction réciproque A= est encore une transfor-
mation polynomiale. De plus, A vérifie l’équation (2.5). C’est-a-dire, pour
tout A€ R et ¢ € R"™, on a Ao ke () = k) (A).

2) Simy = ... = mMy,_1, alors pour tout 1 < j <n—-1et ¢ €R" ona

n—1
Aj(Q) = Z a{Q, ou a{ € R. C’est-a-dire, la transformation des paramétres

=1
A est R-linéaire.

Hypothése (Hs) :

On va définir notre seconde hypothése (Hs) : soit un champ de vecteurs
X de classe C¥ admissible & poids (my,...,m,_1) associé & la paramétrisa-
tion (U,7) du lemme 2.1.1 tel que le champ de vecteurs X s’écrive sous la
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

n—1
0
forme Zﬁ%g —
i=1 9Gi

nomial comme dans le lemme 2.1.2 et on note, dans les nouvelles coordonnées
¢= (¢, Cu1),7: U — 7~ (U) =: M le prolongement holomorphe de ~

. On suppose qu’il existe un changement de variables poly-

sur la complexifiée de M (notée M) ot U D U est un ouvert dans C"L.
Pour ¢ = ((1,.yCu1) € R = (1, ocmn1) € RU XN ER, p € R,
on pose 0 = ( +in € C" 1 ke (N) = ()\’7“(1, ...,/\m"—lgn_l) et Ky (f, A) 1=
ke (@) + 1.k (N).

Notons p la fonction définissante de D au voisinage de p € bD. Soit M,
K € N* tels que M < K et m; ::% e N, % € N* pour tout 1 <53 <n-—1.

n—1

Soit E le pseudo-ellipsoide réel < ¢ = ((1,..., (1) € R/ Z M= 1}.
i=1

Alors, notre deuxiéme hypothése est :

1l existe des constantes € > 0, 0 < ¢ < C' telles que, pour tout
(He) o=C+ine E4+i.E, |\ <eg, |u] <e, on ait
AP ([ + IADPEM < p (5o (11, X)) < CIAPM (] + AP
Définition 2.1.1 Si un champ de vecteurs X de classe C¥ sur M vérifie les
deux hypothéses (Hy) et (Hz), on dira que X est un champ de vecteurs pic-
admissible de pic-type (K, M;my,...,m,_1) au voisinage de p pour la classe

0.

Remarques 2.1.3

1) Si p1 est une autre fonction définissante de D en p alors il existe une
fonction h strictement positive telle que py = hp. Done, Uhypothése (Ha) ne
dépend pas du choix de la fonction définissante.

2) Pour € > 0 suffisamment petit, l’application suivante

{ {(u, \) eR? / |u| <&, [N <e}x (E+iE) — C*!
(N,)\,U) — Ky (Iu’ )\)

paramétrise un voisinage
n—1 n—1
V.=<(o=(+ineC!/ ZCfm <M Z?ﬁm < M3 de lorigine
i=1 i=1

dans C"1. Pour o € V., on pose

K-—M

A (0) = (inf””) (i (¢ +m2"“)> :
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Alors, on a

K—M
M

A* (O') ~ ‘)\’2]% <N2M 4 )\2]%)7
IAPM (] + AHEHD
~ p(¥(0)).

Q

avec des constantes strictement positives indépendantes de o, u, A.
3) Si A= (Ay,...;A\,_1) est un changement de coordonnées linéaire tel que,

n—1

pour tout 1 < j < mn—1¢e ¢ € R, on ait A;j(() = Z aJI‘V ¢y, ot
v=1

I, =(0,.., 1 ,0,...,0) et a; = 0 pour m, # m; , alors la complexifice A de

A wvérifie Aok, = K3 (o) Pour tout o € V.. Dans ce cas, si Uhypothese (H2)
est valable alors elle reste invariante sous le changement polynomial A.

2.2 Enoncé du théoréme principal.

Théoréme 2.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de C" a bord bD de
classe C¥. Soit M une sous variété C* de dimension (n — 1) de bD, totale-
ment réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage d’un point p € M. On
suppose que M admet un champ de vecteurs X de classe C* pic-admissible
de pic-type (K, M;my,...,m,_1) au voisinage de p pour O. Alors, la sous
variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe O.

Ilustration :

Considérons dans C3, le domaine D défini par p(21, 22, w) < 00t p(21, 22, w) =
Rw+ 1yt +yS —1, 21 = 21 +iyy € C, 20 = 29 +iyo € C. La sous variété
M = {(z1,22,1) / z1,29 € R} du bord bD est de classe C*, totalement
réelle, de dimension 2 et complexe-tangentielle au voisinage de (0,0, 1). Soit
le champ de vecteurs X = 39618%1 + 2:1628%2 sur M.

e Le domaine D est convexe et & bord bD de classe C“.

e Le champ de vecteurs X est pic-admissible de pic-type (6,6;3,2) au
voisinage de (0,0, 1) pour la classe O. En effet, notons X = (z1,25), Y =
(y1,92), kx(p) = (@Pzy, p’xy) pour p € R. Soit le pseudo-ellipsoide E
{X = (z1,70) € R? / 2] + 25 = 1}. Pour p, A € R, on pose 0 = X +
i.Y € E+i.E, ko (1, \) = kx (1) +iky (A) = (@3z1, t?x2) + i (Ny1, N2ya).
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M est paramétrée par v : (g, \) — (u.X + @AY, 1) au voisinage de (0,0, 1).
La complexifiée M = {(21,29,1) / 21,22 € C} de M est paramétrée par
5. Comme p (¥ (ko (1, A))) = A2 alors le champ de vecteurs X vérifie bien
I’hypothése (Hs).

e M est donc un ensemble localement pic en (0,0, 1) pour la classe O.
On peut prendre f (21, 29, w) = w comme fonction pic.

2.3 Changement de coordonnées holomorphe.

On supposera désormais que la sous variété M admet un champ de vec-
teurs X de classe C¥, pic-admissible de pic-type (K, M;my, ...,m,_1) au voi-
sinage d’un point p € M. Dans cette section, on donne d’abord des résultats
généraux qu’ils vont nous permettre d’énoncer la condition suffisante diffé-
remment puis de prouver notre théoréme.

Le lemme suivant est donné dans le lemme 6 de [F-O] et aussi dans [N2, N4].
Ici, on donne les détails.

Lemme 2.3.1 Soit D un domaine de C" & bord bD de classe C¥. Soit M
une sous variété C* de dimension (n — 1) de bD, totalement réelle, complexe-
tangentielle dans un voisinage d’un point p € M.

Alors, il existe un changement de variables holomorphe (Z,w), avec Z =
X+iY € C et w=u+iv € C, qui ramene p a lorigine tel ¢’on ait dans
un voisinage U de l'origine :

(i) La sous variété M s’écrit sous la forme M= {(Z,w) e U | Y =w = 0}.
De plus, M est contenue dans la sous variété N={(Z,w) eU | Y =u =0}
de bD qui est totalement réelle, de dimension n.

(it) Pour toutc € R, M. = {(Z,w) eUU | Y =u=0 et v=c} est complexe-
tangentielle ou vide.

(i) DNU ={(Z,w) [p(Z,w) <0} avec

p(Z,w)= u+ A(Z)+ vB(Z) + v*R(Z,v).
(iv) Les fonctions A et B s’annulent a un ordre > 2 si Y = 0.

Preuve.
Pour simplifier les notations, on donne la preuve de ce lemme dans le cas
n = 3. Elle reste vraie pour n > 2. Soit v la paramétrisation de M suivante

/ 3
T { Zl,w) —)»—> S(tlth) ; de classe C* dans U telle que 7(0) = p, ou
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.. o N
U’ est un voisinage ouvert de Ogz. Or 7’9% = 2 en Oge. Aprés une

translation et une rotation unitaire des coordonnées dans C3, on raméne p a
lorigine et les espaces tangents réel et complexe a bD en 0 sont

To (D) =C2 x iR et TE (bD) = C? x {0} respectifs.

La famille {v; = ;% (0),vy = fl% (0)} constitue une base dans Ty (M) C C? x
{0}. Comme M est totalement réelle, 'espace engendré par {vy,vs} sur C est
C?x{0}. Soit Papplication linéaire, bijective ® : C*x {0} — C?x {0} telle que
®(vy) = (1,0,0) et @ (vs) = (0,1,0). Si on pose (21, 20, w) = (P(21, 22), w)
alors @ transforme les espaces tangents réel et complexe de bD a l'origine sur
eux-mémes. Considérons la nouvelle paramétrisation 7 = Do v. Alors, on a

dy dy

dty dty
Dans ce qui suit, on note v a la place de 7 et n (21, 22, w) la normale extérieure
a bD. On peut prendre [n| = 1. On pose L (21, 22, w) = in (21, 22, w) le champ
de vecteurs tangents au bord qui est orthogonal a T(C1 (bD). Alors, pour

(21,22,w)
tout (21,2, w) € bD, il existe une courbe intégrale I, ., . (A) de L vérifiant

(0) = (1,0,0) et <L (0)=(0,1,0).

dlz zZ2,W
o maa (0) = (21, 20,w) et =20 (N) = L (I mai) (V)
l(z1,20,0) (A) est C* par rapport a A et (21, 2o, w). De plus, on a li., 2, .w) (A) €
bD.

3
Soit 'application € : { v - C

(t17 t27 )\) — l’y(tl,tz) ()\
ouvert suffisamment petit de Ogs. Il est clair que 6 est de classe C* dans U
et que 2 (t1,t0, ) = L (Lyy 1) (V).

En particulier, on a: 9 (¢1,45,0) = L (Ly(4,,15)(0)) = Ly(t1, t2) = in (y(t1, t2)).
A Dorigine de R?, on obtient :

) ou U est un voisinage

do . de dry do dry

— V)= —(0)=—(0)=(1 t — (0) = —(0) = (0,1,0).
O = (0.0.0). 570 = $HO = (10,0 et 0 = 71 ©) = (0,1,0)
Ainsi, rg% = 3 en Ors. Alors, il existe U cC U un voisinage ouvert

de Ogs tel que 0 : U — 6((7) =: N, soit un C*-difféomorphisme entre U et
une sous vari¢té N de bD, C¥, totalement réelle, de dimension 3. Notons
0 : (21,29, w) — (21, 23, w) la complexifiée de 6. Alors, 6 est un biholomor-
phisme d’un voisinage V' de Ocs dans un voisinage W de I'origine. Par rapport
a ces nouvelles coordonnées (z7, 22, w), on a :
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N ={(3,% @) € W | 9% = 3% = S = 0} et
M:{(EI,EQ,IE) EW/%ElZ%EQZ{DZO}

Soit ¢ € W. On considere ¥, = T, <1<T> NT; (bD).

Comme N est totalement réelle, on a
dimg B, = dimz 7, (N) + dimg T (bD) — dimg, (Tq (N) +TE (bD)) —9

Ainsi, on associe a chaque point ¢ € W un R-sous espace vectoriel ¥,. On
montre d’abord que le systéme {¥,, ¢ € W} est un systéme analytique réel et
involutif. En effet, soit T, = (T1, Tz, T3) € R?® un vecteur tangent a N en g =
(z1, 22, w) € N. Alors, on a R (017} + nyTy +n3T3) = 0 o n = (ng, ny, ny)
est le champ de vecteurs normal a bD en g. D’ou n (¢) = i (a1(q), a2(q), as(q))
avec a; (¢) € R pour tout i = 1,2, 3. Ainsi, ¥, est caractérisé par

Eq = {(Tl,TQ,Tg,) S RS / al(q)Tl + CLQ(Q)TQ + ag(q)Tg == 0}

Comme n (0,0,0) = (0,0,7), on a n3(q) # 0 dans un voisinage ouvert suf-
fisamment petit W de Ocs € bD. Considérons T = (T3,T5,T3) un champ
de vecteurs tel que T, € ¥, pour tout ¢ € N. Alors, on a Ti(q)ai(q) +
Ty(q)az(q) + T3(q)as(qg) = 0. On prolonge maintenant le champ de vecteurs
T en un champ de vecteurs T analytique réel sur W de la fagon suivante :
Ti(q) = T1 (R(q))
Tr(q) = Tz (3?( ) . Ainsi,
T3(q) = — 55 (Th (@) i (@) + T2 () m2 (q))
- T est un champ de vecteurs complexe-tangentiel a bD en tout point ¢ € W.
- T“‘ _ T
Soit K (K4, Ky, K3) un autre champ de vecteurs tel que K, € ¥, pour tout

q € N. De méme, on construit un prolongement K du champ de vecteurs K
vérifiant les mémes propriétés que celles de T. Ainsi, le crochet de Lie [T K }

est complexe- tangentlel a bD en tout point de W. De plus comme T et K

sont tangentiels a N on obtient [T K} est tangentiel a N. Clest- a-dire, on
a

T, K], = [T,f(}q €%, Vg e N.
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Donc, le systéme {Zq, q € ﬁ} est involutif. De plus, il est engendré par deux

champs de vecteurs y; = (1, ,—Z—;) et xo = <O, ,—Z—;) qui sont analytiques

réels. D’aprés le théoréme de Frobenius [Bo| (version analytique réelle), il
existe un changement de coordonnées 1 : (21, 2o, w) — (21, 25, w’) de classe
C¥ sur WNN' vérifiant ¢ (0) = 0 et dy (3,) = R*x{0}, pour tout ¢ € WNN".
Ainsi, pour tout ¢ € R, les fibres M. = {(z], 2}, w') e WN N’ / « = ¢} sont
complexe-tangentielles & bD. De plus, M| = ¢ (M). En complexifiant y; et
X2 au voisinage de l'origine, on obtient un systéme holomorphe involutif.
Dong, il existe un changement des coordonnées holomorphe sur W tel que
T, (M!) = R* x {0} soit un R-sous espace vectoriel de T, (bD) pour tout
g € N' et le champ de vecteurs (0,0, 1) soit tangentiel & bD. Alors, pour
tout ¢ € N’, on a n(q) = (0,0,ia3(¢q)) = (0,0,4). Maintenant, on effectue

_ /

le changement de variables biholomorphe suivant : 29 = 2, . On prouve
A
w = 1w

dans un voisinage U suffisamment petit de I'origine de C3 :

M = {(217227w) / Y1 =Y =w= 0} et N = {(217227w) / Y1 =Y =u= O}>
oit N est fibrée par les fibres M. = {(21, 22, w) € N / v =c} 5. D’ott i) et
ii) du lemme.

En représentant le bord bD comme graphe au-dessus de C? x iR, on prouve
iii) :

bD = {(z1, 29, w)/p(21, 22, w) = u+A(21, 20) +vB(21, 22) +v2R(21, 22,v) = 0}.

Comme M C bD alors A (x1,22) = 0.
Or M est complexe-tangentielle. Alors, on a

{ 887’31(:)31,@,0) =0

g—g(lﬁl,xg70) =0

g_zﬁ(xla x2) =

0
. Ceci implique { A () =0

Donc, A s’annule a un ordre > 2 quand y; =y = 0.

Comme N C bD alors on a

A(z1,79) + v B(x1,79) + v* R(x1,29,v) = 0.
Or, le vecteur 2 est tangent & N alors B (z1, z2) = 0.

Comme le gradient Vp = (0,0, —1) est constant le long de N, alors

Lo =0 90 (1, 29,0) = 0
{ 8;(%’@’”) . Ceci implique{ %yl( 1 %2,0) .

z
aa_'@(a:.l’lé’v) :0 8_yp2(1'1,$27v) :0
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DA 20R

. . T1,T +U T1,%o) + v T1,T9,v) =0
Ceci est équivalent a : %%4( b2 ( L) 2%%( 122,0) .
o (xl,xQ)—H) (xl,x2)+v Bys (x1,29,v) =0
9B

T1,T2) + v T1,T =0

C’est-a-dire, on a { g ( 1, 22) ( 12, 0) = )
e (.Tl,SCQ)—i—U (x17$27 ) =0
Maintenant, on prend v = 0. On obtlent fl (x1,29) = ay B (g1,15) = 0.
D’ott B s’annule a un ordre > 2 si y; = yo = 0. De plus toutes les dérivées
premiéres de R sont nulles si y; = yo = 0 car le vecteur 5 est tangent le long
de N. Ceci achéve la preuve de iv) et du lemme. U

La proposition suivante se trouve dans [B-I1] pour n =2 .

Proposition 2.3.1

1) Si Uhyperplan H = C" ! x iR ={(Z,iv) /| Z € C" ' v € R} se trouve a
Veztérieur de D dans un voisinage U de l’origine, alors il existe une constante
T > 0 telle que B*> < TA, pour tout Z assez proche de Ocn-1.

2) 87l existe une constante T' > 0 telle que, pour tout Z assez proche de Ocn-1,
on ait B®> < TA, alors il existe un voisinage U de 'origine dans C" et une
R <0 sur DNU siw #0

fonction ¥ holomorphe sur U tels que : { V=0 siw=0

Preuve.
1) Soient (Z,w) € HNU et § > 0 tels que |[Z] < d et |[w] < J. On a

A(Z) + vB(Z) + v* R(Z,v) >0.

i | L 5 . 1
Orse=min| 35w (B2 sw [R(Z0)]) ™"
|Z|<¢é |Z|<6,|w|<6
On pose v = —Bzs. Alors, on a A — B%x + RB?*> > 0. Ceci implique

A > B?x(1 — xR). Or |»R| < 1. Alors, on obtient 1 — %R > 1— [»R| > 1
et A > B?Z. 1l suffit de prendre T'= 2 > 0.
2) Soient (Z,w) € DNU et § > 0 tels que |Z| < Jet Jw| <. On a:
0>p(Z,w) = u+ AZ) + vB(Z) + v R(Z,v)
T T

= u + (A(Z)+ vB(Z)+Z v2> + {R(Z,v)—z] v?

2 U_Kl U27
ot Ky =% — inf |R(Zv)|>0.

|Z]<6,|lw|<6

Donc, DNU C Dy ={(Z,w) €U | u — K; v* <0}
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Prenons maintenant 'application ¢ : w — w' = % ¥ est holomorphe
dans un disque centré a 'origine et de rayon assez petit. De plus, on a

O ({(uy0) [ Ky (w2 + o) = u>0}) = {(u,0) | Ky (u? + v?)+ o <0},

u—2K1(u2+v2) ) v
En effet, dj(u’v) - (4K1(K1(u2+v2)u)+1 Y AK (K (uPHv?)—u)+1 | Alors, on a
@b(C([,ﬁ)) = C(Qﬁ)? ol C(Lﬁ) est le cercle de centre I = (ﬁ,O) et de
rayon % et C(Qaﬁ) est le cercle de centre Q2 = (%, 0) et de rayon ﬁ Or

w(ﬁ) — ﬁ > 0. Donc I'image de I'extérieur du disque {(u,v) / Ki(u* +
v?) — u < 0} par ¢ est le disque {(«/,v') / K1(u” +v"?) + 4 < 0}. On a
ainsi'{%w<0 sur DNU siw #0 0

v=0 siw=0

Exemple 2.3.1 (/B-11]) Considérons dans C?, le domaine D défini dans un
voisinage ouvert U de lorigine par : p(z,w) = u + A(z)+ v B(z) <0,
avec A(z) = y* [(az — y)® + 1z|*™], B(z) = y*|2*, 2 =z + iy, w = u + v,
a > 0 un réel assez grand, m et s sont deux entiers positifs qui vérifient la
condition : m > s+ 1 > 4.

e Le domaine D est pseudoconveze et a bord C¥. En effet, on a Aly*(ax—
y)?] = 2y%[(a® + 15)y? — 20axy + 6a*z?|. Alors, il existe une constante C' > 0
tel qu'on ait : Ay*(ax —y)?] > Cy?|z|2. Comme 0.p = O (y®|z|?), Ouwp =
3+ O (y*z]*), 0% = O (v°|2|*) et O2yzp = 0, on obtient

Lév P [(_awpa azp)] = agzp |aw:0|2 - 2%( 3@:0 aEp awp) + a?uﬁp |azp|2
C
Z Zy2|z!2+0(y6\z|23+2) .

o La sous variété M = {(z,w) € U /| y = w = 0} est compleze-
tangentielle au voisinage de l'origine. En effet, soit p € M NU, on a :
T;C (bD) = {(tl,tg) S (;i/ ty = 0} D) Tp (M)

o La complezifiee M = {(z,w) €U /| w =0} de M vérifie la condition
nécessaire : MNDNU = MNU. En effet, on a p(z,0) >0 et p(z,0) =0 si
et seulement si y = 0.

° 372 n’est pas borné au voisinage de l'origine de C. Donc, M n’est pas
un ensemble localement pic a l’origine pour la classe O.

Dans ce qui suit, on va travailler avec les coordonnées holomorphes (Z,w)
ot Z =X+iY € C"letw = u+iv € C du lemme 2.3.1. Le champ
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de vecteurs X qui est pic-admissible de pic-type (K, M;my,...,m,_1) donné
dans ces coordonnées laisse invariant les propriétés sur les fonctions A et
B. En effet, le changement A des lemmes 2.1.1 et 2.1.2 n’affectent que les
variables Z = (z1,...,2,—1). De plus, si on note A la complexifiée de A on

remarque que Ao A (¢) s’annule a un ordre > 2 si ¢ =0 car <K(C)> =0

si ¢ = 0. On peut donc supposer que I’hypothése (Hz) est réalisée dans les
coordonnées de M.
Dans la suite, on pose k, =: ﬁbﬁ eNet k=

= r% > 1 (k ne dépend pas
de v).

S

Remarques 2.3.1

1) Grice a k = :fL—”V > 1 pour tout 1 <v <n—1, on remarque que pour tout
Z = (21, 2n-1) € V 0ou V est un voisinage ouvert suffisamment petit de
Uorigine de C* 1, on a :

On définit les pseudo-normes suivantes par rapport auz nouvelles coordonnées
Z = (21, ..., 2n_1) sur la complezifiéee M= {(Z,w) eU /| w=0} de M :

1/2M i 1/2K
Ky
Y. = <Zyu ) et ||Z||*=(Z|Zu|2) :
2) Comme

1 1/2K 1 1/2K

(See) = (Se)

v=1 v=1

S r)2K 1 1/2M
2my, 2my

(zw ) _ (zw ) |

on peut employer les nombres m,, au lieu des k, et M au lieu de K dans la
définition de la pseudo-norme || Z||..

3) Soient Co = (Cg ooy Cono1) € R et mg = (o1, -y Mon—1) € R™! tels

quean anv:l. Poure >0, || <& |\ <e, Z=X +iY =

Q

o (1) + s () 01 gy (N) = (VP0011, o NP2 10,0 1), om
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o~

n—1 Tllu n—1 ﬁ
12|, = (Z(cf’"“ +n3m">> et ||V = (anmv>
v=1

v=1

et du coup

1
n—1 2M
12|« = <§ (MWC&T”JFVM%T)) Rpl+ AL et (Y]~ AL
v=1

Avec ces notations, Uhypothese (Hso) est équivalente a :
p(i(0)) = A% (0) = A(Z) = VIV 7]

dans un wvoisinage de l'origine dans C"' avec des constantes strictement
positives indépendantes de Z € V..

4) Quand K = M =1, les m; sont tous égauz et valent 1. Dans ce cas, Pour
Z = X +i.Y € C"! assez proche de lorigine, A(Z) ~ |[Y|]? = ||V
On retrouve ainsi la propriété sur A concernant les domaines strictement
pseudoconveres au voisinage d’un point p du bord bD.

Dans ce qui suit, on pourra donc supposer que A vérifie la propriété suivante :

1l existe deux constantes 0 < ¢ < C telles que, pour tout
(H) Z = X +i.Y assez proche de l'origine de C", on ait :
c|[YIEMIZ|ZE72M < A(Z) < ClIYIEM||Z|)2F 72

2.4 Décomposition d’une fonction C“ suivant
les poids.

Dans cette section, on s’intéresse a 1’ordre d’annulation de certaines fonc-
tions analytiques réelles sur M au voisinage de p =0 € M.

Définition 2.4.1 Soit x£0 un monome dans C[z1,Z1, ..., Zn_1,Zn_1

J.x =
e et 2o . : -
ary 212 2z avee apy # 0, I = (i1,.ip1) € N1 et J =

(J1, -y Jne1) € N1 On définit le Z-poids de x, noté Pz (x), par :

S
—

Pz (X) = m, (iu + jz/) :

v=1

Sig e Clz1,Z1, s Zn_1,Zn_1] €st une somme de mondémes du méme Z-poids
L, on dit que g est homogene en Z-poids L.
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Soit Z£ 0 un monome dans R [z, y1, ..., Tpn_1,Yn_1]. = s'écrit sous la forme
in—l j j

== any oy ol avee apy # 0, I = (i, ...,i,-1) € N1 et
J = (j1, - jn_1) € N*7L. On définit le Y -poids de =, noté Py (Z), par :

n—1
Py (E) =D i
v=1

Sih € Rz, Y1, .y Tn_1,Yn_1] est une somme de monomes du méme Y -poids
L', on dit que h est homogéne en Y -poids L'.

Remarques 2.4.1

1) Un mondéme = admet deuzx poids Py (Z) et Pz (Z). On peut ainsi décom-
poser un tel polynome a plusieurs variables Z = (z1,...,2,-1) avec n > 3
suivant son poids en Z ou son poids en Y = (321, ..., Szp_1).

2) SiZ = a; ..yl est un mondme en Y avec I = (iy,...,ip,_1) € N1

n—1

alors Py () = Pz ().

Définition 2.4.2 Soit f£0 une fonction C* dans un voisinage ouvertV de
Uorigine de C* L. f admet une décomposition a lorigine de la forme

_ i1 in—15J1 Zdn-1

f(z1y ey 2n1) = E ary A2y 22
I=(i1,.+ g1 )ENT—1
J:(jl,._.,jn_l)eNn_l

et une décomposition en' Y = (Y1, ..., Yyn—1) de la forme

[z zpm1) = Z ar (o1, ..y Tn-1) ?/il-~-y;"__11-
I:(i17~~7in71)€Nn71

On définit le Z-poids de f comme étant le plus petit Z-poids d’un sommant
non identiqguement nul de f dans sa décomposition a l'origine. De méme, on
définit le Y -poids de f le poids qui correspond au plus petit Y -poids dans sa
décomposition en Y. On note f = Oy.z (Py(f), Pz([)).

Exemple 2.4.1 Soit A le polynéome : A(z1, z2) = (yi +v32) (|z1])* + |22]%).
Alors, ona:m; =2, my=6,k =3, ks =9, k=2, M=6, K=9,m; =3
et mo = 1. Done, le Z-poids de A est Pz (A) =18 = 2K et le Y-poids de A
est Py (A) =12 =2M. Donc A = Oy z (2M,2K).

—~

N
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Lemme 2.4.1 Soit SR € N, R > S et F(X,Y) = > F; Y'X7 une
1,J

fonction de classe C¥ dans un voisinage ouvert de l’origine de C"~! tels

que, pour tout multi-indices I = (iy,....in_1), J = (J1, sy ju_1) dans N1,

F[ﬂ] =0 ou

Py (Fry Y'X7) > S
Py (Fry YIX')>R>S -

Alors, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout Z = X +1.Y assez
proche de Uorigine de C"™L, on ait : |F (Z)| < C||Y]I5.]|Z]|E-5.

Preuve.

La série Z Fry YTX7 est une série absolument convergente dans un voisi-
1,J

nage ouvert V suffisamment petit de l'origine. Alors, il existe 0 < e < 1 tel

qu’on ait :

Z |F],J| €|]‘+|J| < 0.

I,J
[I|+|J|>R
N n—1
S = muiu Z S
On considére le mondéme Y X7 tel que : v=1
R=Y i, (i,+j,) >R

Il
—

v
Pour tout 1 <v <n—1, on pose |y,| =0, |x,| =70, n = (M, -s Tn-1)]
et 7= |(71, ..., Th—1)|. Alors, on a :

S _R-S S - N 1/2
YIXI < 0® A< 0l ot i)l = 6+ 7)Y

Ainsi, on obtient : |[Y7X7| <5 [|(n, 7)|"5 [|(n, 7). Ceci implique

|F(X,)Y)] < Z |Fr.s] ‘YIXJ}

1,J

n® |, )" (Z |Fr) H(n,r)uﬁ—R).

1,J

IN
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Maintenant, calculons le terme 55 ||(n, 7)[/°.

n—1

n—1

n—1
Or n? = Z n = Z |yy|ﬁ% = Z |yy|27ﬂn7y D’apreés la remarque 2.3.1, il
v=1

v=1

v=1

existe une constante uniforme c¢; > 0 telle qu’on ait :

n—1

2my
S 5 <o (
v=1

De méme, on a

(. 7)1

VAN

<

—_

n—

1

n—1 M
> Iyylzm”> :

v=1

2my 2my
(I 3+ 1) 5

v=1

n—1
2(n—1)3" |o|
v=1

2(n—1)

n—1 %
2 (Z |zu|2m”> ,
v=1

oll co est une constante uniforme positive. Finalement, on obtient :

% N, )" < OF (

oit O} = cf/z. (cz 2(n— 1))

Avec un calcul analogue pour le terme ||(n,7)

n—1

v=1

(R—=5)/2

Til n—1 }_12)71:15
) (S k)
v=1

> 0.

R-R il ist
I, on prouve qu’il existe

1/2
une constante uniforme Cy = 01/2. ( 2(n— 1)> > 0 telle que, pour tout

Z €V, on ait :

R-R R-R 2m,, w
I DI < GFF LY :
v=1

R—R

Maintenant, il reste & prouver que : pour tout Z € V,

1,J
[I|+|J|>2R

SRCRIEYSS

n—1

v=1
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Donc, il suffit de montrer que : pour tout || + |J| > 2R,

R—R

_ n—1 2M
Xgi= Gy " (Z |zV|2’""> <+ vz e,
v=1
n—1
Soit Zy = (20,1, - Zom—1) € C"! tel que Z |20, |7™ = 1.
v=1

Pour 1 <v <n-—1, on pose z, = )\m”zow avec 0 < A < 1. On obtient :

1 R—R
n— 2M
R-R 2y 2my, R-R\R-R
X§§C2 <§ N\Emwem |zo,,, > <O .
v=1

Soit ¢ tel que Cy\ < €2 < 1. Alors, on a :

n—1
~ (Z mu (ZV +jl/) - R)
(02)\)R—R _ (02)\) v=1
< (CoN)THII-R
< 2IHI)=2R - I+

2 . . . .
On remarque que lorsque A < 2—2 alors le point Z varie dans un voisinage

ouvert de 'origine et vice-versa. O

Lemme 2.4.2 Sous les hypothéses du lemme 2.4.1, on suppose que S >

F|? . p p ..
M et R > K = kM. Alors, % est uniformément borné sur un voisinage

suffisamment petit de Uorigine de C" 1.

Preuve.
Soit Z = X +i.Y € V. Comme A vérifie l'inégalité (H) alors il existe une
constante ¢ > 0 telle qu’on ait :

A(Z) Z c|[Y[]2M (| Z) |22
D’aprés la remarque 2.3.1 et le lemme 2.4.1, il existe une constante C' > 0
telle qu’on ait :

|F'? CY|E% || Z])3 >
o<
AT |y z)
CY[2 M 227>
c.||Z][FE 2

Cv.||Z] 2725,

IA
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ou (1 une constante uniforme > 0. Or, par hypothése R > K. Donc, % est

uniformément borné. O

Lemme 2.4.3 Soient X = (v1,...,0,_1) € R"! fizé et Px € R{y1, ..., Yn_1]
un polynome, homogeéne en Y-poids L. Alors, on a :

9y vy Yn—1 v Y x Y1,y Yn—1)-
v=1

82PX o — Py _
Q) Z yla"'ayn—l)mumuyuyu +ZW (yla--'>yn—l) miyu =
v=1 v

1<v,u<n— 1 e

L PX (yl, m;yn—l)-

Preuve.
Pour 1 <v <n-—1, on pose y, = y**. On considére maintenant le polynéme

’VTYLnl

QX défini par: QX (gb "'7gn71) = PX (@’T 7o Yn—1 ) QX est un pOlynéme

homogéne en Y = (U1, -, Yn—1), au sens classique, de degré L.
1) En écrivant I’équation d’Euler pour Q)x, on obtient :

n—1
_ 0
S5 B g
v=1 ayy

n—1 n—1
Wh/yu

Cecl est é alent a : 1, = LPxy.
i quivalen Z yu 8yy 91, X

2) De méme, on a :

2
S L G L(L-1)Qx

1<v,u<n— 1ayl’8

Or,

azQX _ 0 <8QX ayu)
0y,0y,, Jy, \ Oy, Oy,

— i rfﬁ @ﬂff]’#*l 6QX
oy, \ " By,

2
P« QaQX + a QX my”y‘gly 1m“y pw—1
ayu ayuayu g
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1siv= .
avec 0,,, = { 0 an;n " Donc, on obtient :

PQx = OPx _ PPy _
Z af yl/y,u _Xmu(mu 1)yz/ + Z X mzxmuyuy,u-

0 0
1<v,u<n—1 Yy - Y99 1<v,pu<n—1 Yy Yu

En tenant compte de 1), on trouve l'expression voulue. Il

Lemme 2.4.4 Si Px%£0 est un polynome dans R [y, ..., yn_1], homogéne en
Y-poids Py (Px) = L dont tous les sommants de Px soient de degré > 2
alors,

0*P
SY(PX> (yla"wynfl) = Z al

(y17 ey ynfl) ﬁlumy (m est non
lgu,ugn_1ay’/8y#

identiquement nul.

Preuve.
Soit Px un polynéme dépendant exactement de (n — r — 1) variables ou 0 <
r < n — 2. Moyennant une permutation de variables, on peut supposer que

Px eR [yr+1, e yn—1]~
Supposons que Sy (Px) est identiquement nul. D’aprés le lemme 2.4.3, on a

n—1
OPx _
Z X 2 Yy = L? Py.

v=r+1 ayy
OPx _
Or, on a Z 5 X, 4, = LPx. Alors, on obtient, pour tout (4,41, .., Y1),
v=r+1 v
n—1
- . OPx
Z my (L —m,) 5 (Y1s ooy YUn—1) Y = 0. (2.7)
v=r+1 Yv

Pour r+1<v <n-—1,on pose 7, =m, (L—m,). On a7, > 0.
En effet, soit 7, = 0 pour un pavec r +1 < pu <n— 1.

Notons Px (Yri1y s Yn_1) = Z ar (X) ¢y Pour tout som-
I:(iT+1§"~7in71)
n—1
mant de Py, ona:m, = L = Z m, 1,. Alors, deux cas sont possibles
v=r+1

pour ce sommant :
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e i, =1ceti =0 pour tout v # p.

ei, =0.
Or, le premier cas est impossible d’aprés 'hypothése faite sur le degré. Donc,
i, = 0 pour ce sommant. Mais, ce cas est aussi impossible d’apres le choix
des variables.
Considérons maintenant, le produit scalaire < | >, défini sur R*™"~! par :

Va = (aps1,y ooy p_1) Vb = (bpy1, ... bp1), <alb>,= Z T, a,b,.
v=r+1

L’équation (2.7) est équivalente & < V (Px)|Y >,= 0, VY € R""! ou
V (Px) désigne le gradient de Px. Donc Py est identiquement nul.

En effet, soit ¥ € R* ™! # 0 fixé. On considére la fonction f(\) =
Px (A ypyqy ey A7y q), A > 0. f est dérivable sur |0, +oo[. On a, pour
tout A > 0,

n—1
OP _
f, ()\) = Z X ()\TT-H Yr+1, ...,)\Tn_l yn71> Tj)\TJ 1yj'
j=r1 %Y

Pour 1 +7 <j <n—1, on pose w; = A7 y;. On obtient

oP 1
E TjWj —— a - wr+17 ---7wn71) = X < VPX’w > =0,
Jj=r+1

ol w = (Wyy1, ..., w,—1). Donc, f est constante.
Comme f (1) = Px (Yri1, -, Yn-1) = /l\in% f(N) = Px(0) = 0 alors Px est

identiquement nul. D’ou la contradiction. [

2.5 Démonstration du théoréme.

La preuve du théoréme 2.2.1 se fait en trois étapes. Elle est basée sur
le lemme 2.3.1 et la proposition 2.3.1. La premiére étape consiste a calculer
la forme de Lévi dans une direction complexe tangente particuliére. Dans la
deuxiéme étape, nous effectuons une “analyse a poids” de cette derniére en
utilisant les résultats des lemmes 2.4.3 et 2.4.4. Dans la derniére étape, nous
concluons que la sous variété M est un ensemble localement pic pour la classe

0.
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Etape 1 :

Dans cette étape, on va étudier la forme de Lévi du domaine D admettant
une fonction définissante de la forme p = u+ A+ vB+ v?Rou A, B et
R sont des fonctions C* dans un voisinage de 1'origine. Avant de calculer la
forme de Lévi, on donne quelques notations :

On note pour 1 < j<n—1,

_ o _1(o _.o _1(0 _ 0

aj T 0z 2 <8x]- Z(’?yj>’ aw 2 (311, Zav)’
_ o _1(o ;0 _1(0 0

87_ 0z; 2 <8mj +Z<9yj> et 8@_ 2 (8u +18v)'

Le fibré tangent complexe TC (bD) est donné par :

v=1

n—1
TC (bD) = {tz (t1 oo tn) €C" />ty Oup + taup zo}.

Comme le domaine D est pseudoconvexe, alors pour tout t € T (bD), on a :
n—1

Lév plt] = Z agﬁp tuly + 2R (Z O tl/fn> + 0ap [ta]* > 0. (2.8)
1<v,u<n—1 v=1

Soit n=13(i + B 4+ 2v R + v*9,R). On a |n — | < 1 dans un voisinage
suffisamment petit de 'origine.

. (9 ’81/ 6 J— o 81/
Pour 1 < v <n—1, on pose x, =1 [8—211 — 2—773%} = (O,...,z,O,...,—nﬁ).

Les {X, }1<v<n_1 engendrent donc le fibré tangent complexe T (bD) sur C.
Le développement de Taylor limité de R en 0 par rapport a la variable v est :

R(Zl, cevy zn_l,v) == R()(Zl, ceey Zn_1)+U. R1<Zl, ceey Zn_1)+U2. RQ(Zl, ceey Rm—1, U),

oit Ry = R(z1,..., 20-1,0), R = % (21, .., 2,1, 0) ‘ Y
De méme, le développement de Taylor limité de 1/n en 0 par rapport & v
est :

(215 s Z01,0) = 00 (21, oy Zn1) 0. 1 (21, 00y 2ne1) F 0% 02 (21, oony 201, V),

df —
1 (n(zl ,,,,, Zn—lv'“))

o 1o (21, - Zn-1) = oy T (215 Zn1) = -

On a1 (0,...,0) = —2i.

3|
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M

v=1 v=1

n—1 n—1
On poset = Z myY, X». Done, t = <z’n~@1y1, ey UMy 1Yn—1, %thuyy 8,,p>

T (bD). Calculons le développement limité de la forme de Lévi pour ce t.

Z Q%ﬁp tt,= (L) + v (I) + v* (I3), avec

1<v,u<n—1
(L) = ). Ay, et () = Y 03B iy,
1<v,u<n—1 1<v,u<n—1

n—1
2%( O2p tl,fn> = —R[(L1) + v (L) + v? (L3)], avec

v=1
n—1 n—1
(L) = (Z 700, B my) : (Z Iz A muyu) et
nijl nfﬁZI n—1
(Ly) = (Zﬁo&,B fﬁl,yl,> ) ( 0zB ’fﬁuyu> + ( n, 0,B ﬁzyyy> )

v=1 pn=1

n—1 n—1 n—1
(Z Oz A ﬁ%uyu> +2 ( 7o 0y Ro m,,yy> : (Z Oz A muyu>.

pn=1

O2op [t = $[(K1) + v (Ks) + v* (Ky)], avec

2

n—1 n—1
(K1) =Ry |m)_ 9,A ﬁzyyu| et (Ky) = 3Ry | O, A iuy,| +
n—1 v n—1 ;iﬁ
2% { (7712 OuA My, + UOZ o.B ﬁﬁ‘u%) . <Z My OpA ﬁbzx?Ju) }
p=1 p=1 v=1

Ainsi, U'inégalité (2.8) peut s’écrire sous la forme suivante :
Lévplt]=A(Z)+ vB(Z)+ v*R(Z,v) >0, avec
A= (L) — R(L) + LK) et B= (L) — R(Ly) + L(Ky).

Ici A et B ne dépendent que de la variable Z qui caractérise la complexi-
fiee M de la sous variété M.

Etape 2 :
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Dans cette étape, on cherche a connaitre les restrictions imposées sur les fonc-
tions A et B par la pseudoconvexité du bord bD. Grace a la pseudoconvexité
du bord bD, on a le fait suivant :

Dans un voisinage V ouvert suffisamment petit de lorigine dans C"~!,
d’aprés la proposition 2.3.1, il existe une constante 7" > 0 telle que, pour
tout Z € V, on ait :

B2 <T*A. (E)
Plus précisément, on n’a utilisé que Lév p[t| > 0 pour notre choix de ¢.
Le théoréme est banal si B est identiquement nul. Soit B% 0. Donc, il existe
2 < S < R < oo tels que pour tout sommant de B a un Y-poids S et un
Z-poids R. D’aprés le lemme 2.3.1, tout sommant de la fonction R a un Y-
poids > 2 et grace a la propriété (H), A admet un Y-poids égal & 2M > 2 et
un Z-poids égal a 2K. C'est-a-dire, A = Oy z (2M,2K). Avec ces notations,
les expressions A et B deviennent :
eEnY = (y1,...,yn_1), 0n a:

A=) 0LA myimy gy, + Oy (2M + 5) + Oy (4M +2) et

1<v,u<n—1

B= Y 04Byiy, yy,+0y (25)+0y (AM +2)+0y (2M + S +2)+
1<v,u<n—1

Oy (25 +2).

e A lorigine, on a :

A=Y 0LAmmy, gy, + Oz 2K+ R) + Oz (4K +2) et

1<v,u<n—1

B= Y 0By, gy, + Oz (2R) + Oz 2K +2) + Oz (2K + 2R) +
1<v,usn—-1

Oz (4K +2).

Comme A = Agy + A avec Py (Aapr) = 2M et que tout sommant de Aa
un Y-poids > 2M, alors on a :

Z 83HA MMy Yoy = Z 83ﬁ (AQM + ﬁ) My My Yo Yy

1<vu<n—1 1<vu<n—1

— 2 5
On pose Ayyy = E Oy Aans MMy, Yy Yy
1<v,u<n—1

D’aprés le lemme 2.4.4, Aopr£0 et que Py (Aaps) = 2M. De méme, on a
B = Bs + Bg ol tout sommant de Bg a un Y-poids > S. On pose

BS = Z 83HBS 7%1,7%“ YYp-

1<v,u<n—1
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On a Bsﬁéo et Py (Bs) = S.
D’aprés le lemme 2.4.3, linégalité (E) devient :

(Bs + Oy (S +1))* < T (Aaas + Oy (2M +1)). (2.9)

Supposons que S < M.
Comme Bgs# 0 alors il existe Zy = Xo+1.Y; ot Yy # 0 tel qu’on ait Bg (Zy) #
0. Or, Bg est homogéne a Y-poids S. On considére I'application

R B S i
AN = by (V) = (A, e, Ay, )

de sorte que Bg (X + i.¢y, (A)) soit un polynéme homogéne en A de degré S
(c’est-a-dire, Bg (Xg + i.dy, (\)) = A Bg (X +4.Yy)). Donc, on a
1
)\lim+ FBS (Xo + i.¢y, (A)) # 0. On pose maintenant Z = Xo+1i.¢y, () dans
—0
I'inégalité (2.9) et on divise par A*. On obtient B% (X, +14.Y) < 0 quand A
tend vers 0%. D’ou la contradiction. Donc, on a : S > M.

Supposons que R < K.

Avec les notations précédentes, on a A = Oz (2K), B = Oz (R) et R =
Oz (2). Si B#0 alors B s’écrit B = Br + B avec By un polynome & Z-poids
Ret B = 0y (]j+ 1). De méme, A = Ayx + A avec Asx un polyndome a
Z-poids 2K et A= 0z (2K +1).

L’inégalité (E) devient :

2
( Z 2xBrimymy Yoy, + Oz(R+ 1)+ 0z(2R) + 0z (2K + 2))

1<v,u<n—1

<T* ( Z O Asx iy Yoy + 072K +1) + Oz (4K + 2)) (2.10)

1<v,u<n—1

?Bp  _
D’aprés le lemme 2.4.4, S, (X,Y) = Z R m,Mm,, Yy, est non

9y, 0y,

1<v,un—1

identiquement nul. Dans ce cas, il existe Zy = (201, ..., 20n—1) tel qu’on ait
Spg(Zo) # 0. On applique I'inégalité (2.10) pour Z = ¢z,(A) ot ¢z, (A) =
(A™ 2015 woey A 120 n—1). En tenant compte de 'homogeneité de Sp, (c’est-
a-dire, Sp,(¢z,(N)) = MS5,.(Zy)), on divise (2.10) par A*£. On obtient :
Sp.(Z0)? < 0 quand A tend vers 0F. D’ou la contradiction. Donc, on a :
R>K.
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Etape 3
L’étape 2 et le lemme 2.4.2 nous permettent de prouver que 372 est unifor-
mément borné dans un voisinage ouvert suffisamment petit de l'origine de

C"~!. Maintenant, la proposition 2.3.1 achéve la preuve du théoréme. U

Exemple 2.5.1 Considérons dans C3, le domaine D défini dans un voisi-
nage U de Uorigine par : p(21, 20, w) = u+A(21, 20) +vB(21, 29) +0v?*R(z1) < 0
avec

Alz1,22) = yi+uys+ (yi+u3) (27 +23),
B(z1,22) = yilzl,

R(Zl) = y%a

21 =x1+ W, 20 = T2+ 1Yo €6 W = u + 1.

e D est un domaine localement pseudoconvere au voisinage de [’origine
et a bord bD de classe C¥ . En effet, soit p € bD et t = (ly,ta,1t3) €
Ty (bD)\{0}. On pose t' = (t1,t3), 2/ = (21, 22), 2 = (21, 22, 23) = (21, 2, ).
Comme

0?A 0*A
4 =212+ 1242 et 4 = 4 —
02107, #17+ 1201 e 0210%, ir1y2 = T240),
alors
ALév A(p)[t] = 2127+ 12y]) [t ]> + (212 + 1243) [to|?

+  di(@1ys — may1) (trts — taty)
> 12(yi |t * + y3lta]?).

Donce, Lév A(p)[t'] > 0. Soit LEVA(p)[t'] =0 et |t'| = 1. Sitita =0 alors 2/ =
0. Si tity # 0 alors on a y; = y2 = 0, el du coup, également z' = 0. Comme
les coefficients de Lév A(p)[t'] sont homogeénes, il existe une constante ¢ > 0
telle qu’on ait

Lév A(p)[t'] = o ']t

Or, en général, pour t € TS (bD), on a |ts| < cte. (|ti| + [t2]). Comme

2 2
|%| < cte. |2'|*|z] pour tout i et j, le terme de Lév A(p)[t] absorbe
10

tous les autres termes de la forme de Lévi totale Lév p(p)[t] si |z| est suffi-
samment petit. Dot bD est pseudoconvexe au voisinage de l’origine.
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e La sous variété M = {z = (z1,20,w) € U | 1hn = y2 = w = 0} est
complexe-tangentielle. De plus, on remarque que le bord bD est strictement
pseudoconveze sur M\{0}.

o Comme Py (A) =4, Py (A) =2, Pz (B) =4 et Py (B) =2 alors sz
est borné au voisinage de 'origine. Donc, M est un ensemble localement pic
a lorigine pour la classe O.
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Chapitre 3

Ensembles localement pics pour la
classe A

Soit M une sous variété de classe C* de bD, totalement réelle, complexe-
tangentielle au voisinage d’un point p € M, de dimension (n — 1), ot bD est
le bord d’un domaine D faiblement pseudoconvexe de C™ & bord de classe
C°°. On donnera dans ce chapitre une condition suffisante (voir le théoréme
3.3.1) pour que M soit un ensemble localement pic en p € M. De plus, on
montrera que M est un ensemble localement d’interpolation en p pour la
classe A>.

3.1 Préliminaires.

Définition 3.1.1 On note A® (E) la classe des fonctions de classe C* sur
D qui sont holomorphes dans D. - -

Un sous ensemble M C bD est dit pic pour A (D) s’il existe f € A® (D)
telle que f ‘ v 1 et |f| <1 dans D\M.

On dira qu’un sous ensemble M C bD est localement pic pour A enp € M,
sl existe une boule ouverte U = B (p,e) de C™ telle que M NU soit pic
dans DNU. C’est équivalent a dire qu’il existe une fonction f € C'*™ (U N E)
holomorphe dansUND telle que f = 0 sur MNU et Rf < 0 sur (E ﬂZ/{) \ M.
Un sous ensemble M C bD est dit d’interpolation pour A> (E) st toute

fonction f € C* (M) est la restriction ¢ M d’une fonction de A> (D).
On dira qu’un sous ensemble M C bD est localement d’interpolation pour
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la classe A en un point p € M, sl existe un voisinage U de p tel que
toute fonction f € C*° (MNU) soit la restriction & MNU d’une fonction de
A>*(DNU).

Soit D un domaine de C" a bord C*°, M une sous variété de bD et U un
ouvert de C". Nous disons, suivant une terminologie due a L. Hormander
[Ho| qu’une fonction ¢ € C* (U) est presque-analytique par rapport & MNU
si, pour tout multi-indice o € N*", on a

D~ 9 = 0.

¢ MU
Soit L un sous ensemble fermé d’un ouvert U. On dit que f € C*(U) est
m-plate sur L, m < k, si D*f (x) = 0 pour tout x € L et pour tout o avec
la] <m. Si feC®U) et D*f (x) =0 pour tout x € L et pour tout o, on
dit que f est plate sur L.

Soit. D un domaine & bord bD de classe C'*°. Soit M une sous variété C'*° de
bD, totalement réelle, de dimension (n — 1), complexe-tangentielle au voisi-
nage d'un point p € M.

Soit (U, ) une paramétrisation de classe C>° de M au voisinage de p ou U
est un voisinage ouvert de lorigine dans R"! et  (0) = p.

Soit X un champ de vecteurs sur M de classe C™ avec X (p) = 0. Soit X,
un champ de vecteurs sur U tel que dy (X;) = X.

Notons ¢ = ((1, ..., (s—1) les coordonnées d’un point de U. Le champ de vec-
teurs X, s’écrit dans ces coordonnées

n—1 a
X1 =Y d(C) o
i=1 '

oll les d; sont des fonctions C*° dans U.
On associe a X; la matrice jacobienne a l'origine :

Dy = {58 (0)h<ijzat-

Comme pour le cas C* la matrice jacobienne correspondante pour une autre
paramétrisation est semblable a D, nous énonc¢ons notre premiére hypo-
thése :

(H1)

La matrice Dy est diagonalisable et a pour valeurs propres
my > Mg > ... > My_1, ot m; € N*, pour tout 1 <i<n— 1.
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Si (H;) est vérifiée, on dit que M admet un champ de vecteurs X, C*°, ad-
missible & poids (my, ..., m,_1) au voisinage de p € M.
Alinsi, on a des résultats analogues suivants a ceux du chapitre précédent :
- Sous I'hypothése (H;), il existe un changement de coordonnées sur U de
classe C* tel que
n—1 N 8

Xl ; mzCz aCz .
Ce changement est déterminé & la transformation suivante pres :
- Soit A = (A4, ..., A1) un changement de coordonnées sur U de classe C*
avec A(0) = 0 et dA (X;) = Xj. Alors, A est polynéomial. Plus précisément, si

n—1

pour ¢ = ((1, ..., Guo1) €U, I = (iy,...,in—1) € N1 on pose ||, = Ziyﬁ@,,,

v=1
alors pour tout 1 <j7<n—1,on a

A] (C) = Z a]I‘ il...C;;7l__11, avec (lj} e R.

[]«=m;

Réciproquement, tout A de ce genre préserve Xj.
- Soit {my,....,mu_1} = {s1,..., Sk} avec s; > Sy > ... > . Si pour tout
k

1 <r <k onas, # Z 1, S, quel que soit 7, € N, alors, pour tout

v=r+1
1 <j<n-—1, A, sécrit sous la forme linéaire suivante :

n—1
A Q)= a] G.oul,=(0,., 1,0,.,0)et(ecR
v=1 v

Ici @]1',, =0 si m, #m,.
Hypothése (Hs) :
Maintenant, nous définissons notre deuxiéme hypothése (Hs) :

Soit v : U — ~ ((7 ) un prolongement presque-analytique (voir la section

ci-dessous) de « par rapport a UNR"™ ! ott U D U est un ouvert dans C*1,
Pour ¢ = (¢1,..,Co1) € R = (1, oo,muy) € R XN € R, 4 € R,
on pose 0 = ( +in € C" ) ke (N) = ()\’%1{’1, ...,)\m'HCn_l) et Ko (p, A) 1=
ke (1) + 1.k (N).

Notons p la fonction définissante de D au voisinage de p € bD. Soit M,
KEN*telsqueMgKetpourtout1§y§n—1,ml,::7%€N*.
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n—1
Posons E = ¢ (= (C1, -+, uo1) € R/ Z o= 1}. Notre deuxiéme hy-
i=1

pothése est la suivante :

il existe, apres un éventuel changement de coordonnées comme
ci-dessus des constantes € > 0, 0 < ¢ < C telles que, pour tout
o=C+in€ E+i.E, |\ <eg, |ul <e, on ait

AP ([l + IN)PEM < p (F(ko (1, A) < CIAPM ([l + [AD2ED.

(H>)

Définition 3.1.2 Si un champ de vecteurs X de classe C* sur M vérifie
les deuz hypotheses (Hy) et (Ha), on dira que X est un champ de vecteurs
pic-admissible de pic-type (K, M;my, ...,m,_1) au voisinage de p € M pour
la classe A®°.

3.2 Changement presque-analytique.

Lemme 3.2.1 Soit D un domaine de C" a bord bD de classe C*°. Soit
M une sous variété C* de dimension (n—1) de bD, totalement réelle,
complexe-tangentielle dans un voisinage d’un point p € M. Alors, il existe
une sous variété N, C', totalement réelle de dimension n de bD contenant
localement M.

Preuve.
Sauf le changement de classe O en A* la démonstration est entiérement
analogue a celle pour O. Soit 7 la paramétrisation de M suivante - :

U/ — CTL
{ (tl, ceey tn—l) = ’y(tl, ---,tn—l
U’ est un voisinage ouvert de Ogn—1. Or rg% =n—1en Ogn-1. Aprés
une translation et une rotation unitaire dans C", on raméne p a l'origine et
les espaces tangents réel et complexe & bD en 0 sont :

) de classe C* dans U’ telle que v (0) = p, ou

To(bD) = C" ' xR et TF (bD)=C"' x {0} respectifs.

La famille {v; = 2% (0),.c;Vp1 = dti”il (0)} constitue une base dans Ty (M) C
C"'x{0}. Comme M est totalement réelle, ’espace engendré par {vy, ..., v,_1}
sur C est C"! x {0}. Soit 'application linéaire, bijective ® : C" ! x {0} —
C"1 x {0} telle que pour tout 1 < j <n—1, ®(v;) = e; ol ¢; est le j-ieme

vecteur de la base canonique de R™. Si on pose ®(Z,w) = (®(Z),w) pour
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Z = (z1,..;2n_1) € C" 1 et w € C alors & transforme les espaces tangents
réel et complexe de bD a Porigine sur eux-mémes. Considérons maintenant,
la nouvelle paramétrisation ¥ = ® o y. On obtient

L]

7 0)= e;, Vj=1,...,n—1.

Dans ce qui suit, on note 7 a la place de ¥ et n (Z,w) la normale extérieure
a bD. On peut supposer |n| = 1. On pose L (Z,w) = in(Z,w) le champ de
vecteurs tangentiel au bord qui est orthogonal a Técz’w) (bD). Alors, pour tout
(Z,w) € bD, il existe une courbe intégrale l(z ) (\) de L vérifiant

dl(z.
iz (0) = (Zyw) et =22 (N) = L (liza) (V) -

l(zw) () est C°° par rapport & A et (Z,w). De plus, on a [z, () € bD.
U — Cn

(tla PN tn—l; )\) — Z’Y(tl,m,tn—l) ()\
voisinage ouvert de Og~. Il est clair que 6 est de classe C'*°. De plus, 0 vérifie
%(tlv ceey tn—17 )‘) =L (l’y(th...,tn_l) (/\))

En particulier, on a

do

a (tl, '-~7tn—17 0) = L (l"/(tl,---in—l)(o)) = L’Y (tl, ...,tn_1> =n (’}/(tl, ceey tn—l)) .

Soit I'application 6 : ) ou U est un

A Torigine, on obtient

do . do dry .
a (ORn) - (0R7z—1,l) et d_t] (ORH) — d—t‘] (ORn—l) = ej, VJ - ].,2, ...,n - ].

o 0(01,...,0n)
Alnsi, 7957 =570

de Og» tel que 6 : U — 0((7) := N, soit un C*°-diffeomorphisme entre U et
une sous variété IN de classe C™ de bD, totalement réelle, de dimension n
contenant localement M. O
Maintenant, on donne quelques techniques connues et des généralisations sur
les applications m-plates. A ce sujet, on peut consulter par exemple le livre

de R. Narasimhan [Na].

=n en Ogn. Alors, il existe U C U un voisinage ouvert

Lemme 3.2.2 Soient Uy un voisinage de Ogn et h : (X,Y) — h(X,Y)
une fonction de classe C* sur Ux x R™. On suppose que h est m-plate par
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rapport a Y quand Y = 0. Alors, ils existent un voisinage Vy de Ogn, un
voisinage Ux CC Uy de Ogn et une fonction g € C* (Ux x R™) qui s’annule
sur Ux x Vi tels que, pour € > 0, on ait

lg = Al <<

Preuve.

Soit 7 € C*° (R™) telle que 7 (Y) > 0 pour tout Y et n(Y) = 0si [[Y] < 3,
n(Y)=1si[[Y] =1

Pour § = (41, ...,6,,) avec §; > 0 pour 1 < j < n, on pose

9 (X,Y) =1 (%) h(X,Y).

Ici % désigne (yl . y”). Alors, on a g5 € C* (ﬁX X R"). De plus, gs

51777 by

s’annule sur U x X Vi ot Vy est un voisinage de Ogn. Il suffit de prouver que

(lsim sup |D%s (X,Y) — Dh (X,Y)| =0 quand |a| < m.

—0 n

R

Comme g5 (X,Y) = h(X,Y) quand ||Y] > |4], alors
sup |Dag5 <X7 Y) — D% (X7 Y) ‘ = sup |Dagt5 (X7 Y) — D% (X7 Y) |
Y ern Y I<sl

XeUx XeUx

Or, h est m-plate par rapport a Y quand Y = 0. Donc
lim sup |D*h(X,Y)|=0 quand |a| < m.

161=0 jy <81
XeUx
D’aprés la formule de Leibniz, on a
« _ « v Z w
ray= ¥ () ww (5)enwn,
putrv=«a

Comme n(Y) =1si ||Y] > 1, alors sup |[D"n(Y)| =M, < co. D’oil
YeRn

D% (X,Y)[ <M Y || M[D"h (X,Y)],  avec

ptrv=a

v

M = max( S ) M,. Comme D*h est (m — |u|)-plate par rapport a Y
quand Y = 0, alors
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sup [D%s (X,Y)[=0 < Z |5|m+1_“_|”|) =0 (§) quand |of <m. O
IYl<|s]

XeUx ptv=a

Lemme 3.2.3 Soit 0 : U — C" une représentation paramétrique de classe
C* de la sous variété N au voisinage de l'origine de R". Alors 6 admet un
prolongement presque-analytique 6 par rapport a N définie dans un voisinage

U de lorigine de C".

Preuve. !
Soient T, (X,Y) = Z — D% (X) (1Y)* et Ux CC U un voisinage de Ogn.
a!
la|<m
Pour k € N, Ty, 1 — T}, est k-plate par rapport & Y quand Y = 0. Maintenant,
on applique le lemme 3.2.2 & Ty,; — T}, Alors, il existe un voisinage V4¥ de
Or» et une fonction gy, (X,Y) qui s’annule sur Uy x Vi¥ telle que

| Thsr — Tr — gl L% < 27, (3.1)

Pour m € N*, on considére T, = T0+Z (Ths1 — Tk — g) € C° (Ux x R™).
k=0
D’aprés (3.1), lasérie >, (Tj+1 — Tk — gx) est normalement convergente pour

toutes les normes C! sur Ux x R™, [ € N. Alors, la suite (Tm) converge vers
m

une fonction § € C* (Ux x R™). Or, pour tout m et k, Tp, (X,0) = 6 (X)),

gk (X,0) =0. D’ou 6 (X,0) = lirj_l Tm (X,0) = 6(X). Donc, 6 est un pro-

longement C'*° de 0 sur Ux x R".

Il reste a prouver que é;est presque-analytique sur Ux x R"™.
Soit m > 1 fixe. OnaT,, = Tps1—9o— ... — gm- Or, go + ... + g = 0 sur

m
Ux N (ﬂ Vﬁ) Donc, pour tout 1 < j <n, on a
k=0

m
Ty _ OTm+1 ﬂ k
e = oz, o Sur Ux N ( Vi ).

k=0

Pour j =1, on a

1 CoNer s
Tunt (X.Y)= ) — Do Tw(X,Y') (i)™, ot
0<a1;<m+1 1
o/ |<mA41—ay
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a=(a,a),Y = (y,Y"), X = (21, X) et Tor(X,Y") = L DY, 6(X) (Y")*.

Comme

a7ﬁm 1 1 « : a1
aT+(X, Y) = Z —'_Dxll—i_1 Fa/(X, Y/) (’lyl)
1 0<a; <m+1 Oél'
o/ |<mA41—aq
et
aTym—i-l

(X.Y) =i >0 D Ta(XY) ()™
1<a;<m+1
o/ |<m+1—aq

. 1 o . «
= Z 04_1' D$11+1 Lo (X7 Y/) (Zy1> 5
0<a;<m

o/ |<m—ay

alors on obtient

T 1 m . \m 1 . Lo
7%“ _ 7(m+1)!pxl+1ro(x,y’) )"+ > a—l!sz“Fa,(X,Y’) (i)™

% |U:S7C:zlf{ia1
1 . 1 , o
= ——— DX, YY) ()" + ) DI DRA(X,Y) (i)

(m+1)! al
0<a1<m
|o/|:7m1+717a1
— O (‘Y‘"H—l) )

Donc, pour tout |K| < m, on a

T,
K m _
Dy ( 07z, ) ‘ V=0 0

Avec un raisonnement analogue, on obtient le méme résultat pour les autres
cas de j, (2 < j <n).

Comme la convergence de fm vers 6 est uniforme par rapport a toutes les
dérivées sur Uy x R™, il vient que, pour tout 1 < j <n,

Dy (‘%‘) ‘ y=0 0. H

Lemme 3.2.4 Soit D un domaine de C" a bord C'*°. Soit M une sous variété
C*> de dimension (n—1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d’un point p € M.
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Alors, il existe un changement de coordonnées presque-analytique (Z,w)
par rapport ¢ N ci-dessous, avec Z = X +1.Y € C* ! et w = u+iv € C,
qui ramene p a lorigine et dans un voisinage U de l’origine on a :

(i) M s’écrit sous la forme M = {(Z,w) e U/ Y = w = 0}. De plus, M est
localement contenue dans la sous variété N={(Z,w) €U | Y =u =0} de
bD qui est totalement réelle et de dimension n.

(1t) Pourtoutc e R, M. = {(Z,w) €U | Y =u=0 et v=c} est complexe-
tangentielle ou vide.

(iii) DNU ={(Z,w) eU /p(Z,w) < 0} avec
p(Z,w)= u+ A(Z)+ vB(Z) + v*R(Z,v).
(iv) Les fonctions A et B s’annulent ¢ un ordre > 2 si Y = 0.

Preuve. _

Soit 6 : U — C" la représentation paramétrique de classe C*° de la sous
variété N donnée dans le lemme 3.2.1. A partir du lemme 3.2.3, on peut
prolonger ¢ en 6 : U — C" ou U est un ouvert de C" et 6 est presque-
analytique sur R™ N U par rapport & N. On a d’abord que 0 : (Z,w) —
(Z',w'") est un difféeomorphisme presque-analytique d’un voisinage ouvert u
suffisamment petit de l'origine de C™ dans un voisinage U’ de I'origine. Par
rapport a ces nouvelles coordonnées (Z',w'), 7/ = X' +iY' € C" et w' =
u' +iv’ € C, on obtient :

N ={(Zw)eU |Y =v =0}et M' ={(Z',w')elU' | Y =w =0}

On suit la méme preuve celle du lemme 2.3.1 pour avoir que N’ est fibrée par
des fibres M. = {(Z,w) eUU’' | Y =v =0 et v/ = ¢} complexe-tangentielles
en utilisant le théoréme de Frobenius [Bo| (version C*°). Le reste de la preuve
est complétement analogue a celle du lemme 2.3.1. Pour avoir i) et ii), on
effectue le changement des coordonnées presque-analytique suivant :

Z=X+4+iY =27

w=u+iv=iw
M={Zw elU)Y=w=0}et N={(Z,w)eUd /Y =u=0}, o0 N
est fibrée par M. = {(Z,w) € U / v = c}.cr. En représentant le bord bD
comme graphe au-dessus C"~! x iR, on prouve iii)

. On prouve dans un voisinage U de l'origine dans C",

bD = {(Z,w) €U | p(Z,w) = u+ A(Z) +vB(Z) +v*R(Z,v) = 0}.

Comme M C bD alors on a A (z1,...,2,-1) = 0.
Or M est complexe-tangentielle. Alors, on a
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g_;;. (Ila --wxn—lyO) - O, \V/j = 1, e, n — 1.

Ceci implique

g_;; ('Th "->xn—1> = 0, VJ = 1, vy M — 1.
Donc, A s’annule a un ordre > 2si y; = ... =y, = 0.

Comme N C bD alors on a
Ay, 1) +0B (21, .oy Ty 1) + V2R (21, ..., 2y _1,0) = 0.

Or, le vecteur % est tangent & N. Ceci implique B (x1,...,x,_1) = 0.
On peut montrer que le gradient Vp = (Ocn-1,—1) le long de N. Donc,

pour tout 1 < j < n—1, on a %(wl,..,xn,l,v) = 0. Ceci implique
J
a%% (1, ey Tp_1,v) = 0. Cest équivalent a
0A 0B 20R ~
Tyj(xl’ ey Tp1) Ua_yj(xlv ey Tp—1) + U Tyj@l’ ey Tp1,0) = 0, V7.

Ceci implique

oB OR :
Tyj(xl, ey Tp1) Ua—yj(l‘l, ey Tpo1,0) =0, Vj=1,...,n—1.

Maintenant, on prend v = 0. On obtient

g—;j (21,00, Tp1) =0,Vj=1,...,n — 1.
D’ott B s’annule & un ordre > 2 si y; = ... = y,_1 = 0. De plus, toutes les
dérivées premiéres de R sont nulles si y; = ... = y,_1 = 0 car le vecteur a%
est tangent le long N. Ceci nous achéve la preuve de iv) et du lemme. [

Le lemme suivant montre dans le cas des paramétrisations de classe C'*°
que (Hsz) ne dépend pas du choix du prolongement presque-analytique par
rapport & R"™ 1N U ou U est un voisinage ouvert de lorigine dans C*!.

Lemme 3.2.5 On suppose que U'hypothése (Hz) soit satisfaite pour le pro-
longement presque-analytique de la paramétrisation 5 : U — C" L. Soit qz :
V — C" ! un autre prolongement presque-analytique de 7. Alors, I'hypo-
these (Hs) est également satisfaite pour ¢ quitte o réduire U et V.

35



Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A*

Preuve.

Le passage de 7 a ng est donné par une transformation w V — U vérifiant
gzﬁ 701/} ¢ est presque-analytique par rapport a VR avec w o =
Id. On prouvera que pour tout o € V et tout [ € N,

[ (0) = o] S|S0l

Ceci implique que (H:) est satisfaite pour 7 équivaut a (Hz) est satisfaite

pour . B
Soient 0 = ¢ +i.n avec ( € VNR" ! et [ € N fixés. Alors, on a

~ 114)s
o)=Y 5 G O+ O(l'™).

<t

- ~ 1 oMl
Comme ¢ (¢) = ¢, onad () =C+ Y anw (On" + O (n|*"). Donc,
<<

1 peut s’écrire sous la forme suivante :

l
= Z )+ O (Inl""),

~ 1 9l
ou V) () = Z Tl 8771/} (O)n'. En particulier, on a :
[1=3j

d(o) = ¢+0W(a)+ O (Inf)
= C+; 2:7{- ©On + O(In?).

Or, 9 = O (|n]). Alors, pour tout 1 < k,j <n-—1,0n a

5 + %( ¢) =0 ().

Ceci implique ¥ (¢) = in. Par conséquent,
= o—+zw )+ 0 (In]"*h).
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Soit 2 < jo < [ minimal tel que w 7o) s0it non 1dent1quement nul. Alors, on a

b (0) = 0+ 50 (0) + O (|nfir*L). Or, B = DY) + O (Inv) = O (|nfi).
Donc, pour tout 1 < k<n-—1,ona

aqz(jo) 1 @J(io) o\ i
oy (B ) ot -0 ).

Ceci implique, pour tout 1 < k <n — 1,

8{[;(1'0)

=0 77j0 ]
Ok (| | )
Comme ‘%’gﬂ est une fonction polynomiale en n de degré (jo — 1), il vient
81;:710) = 0 pour tout 1 < k < n — 1. Donc 9 ne dépend pas de 7.

D’ou la contradiction. C’est-a-dire jo n’existe pas. On obtient finalement
¥ (a) =0 + O (]n|"*"). En particulier, on a Vi € N, |39 (0) — So| < [So|L.0

Lemme 3.2.6 Soit @Z :V = U un changement de coordonnées presque-
analytique par rapport & VR qvec 1 (V N R"’1> CUNR™ 1, 4 (0) =

ou ‘Z, U désignent des voisinages de lorigine dans C" 1. Alors, pour tout
ceV,ona

[ (o)~ o| et |SP(0)]~|I0].

Preuve.

Comme ) est un C°°- diffeomorphisme, alors 1Y (o) | =~ |o].

Or, [S¢ (o) | = |SY (0)—S0 (%0) | < [Sal. Analoguement pour 7 = v (o),
on a |7 = [S¢7 (o) | = [S¢7" (0) =S¥~ (Ro) | S0 =[S () |. Done,
on obtient que |Sv (o) | & |Sa]. O

Remarque 3.2.1

Soit A une fonction de classe C™ dans un voisinage ouvert V de l'origine de
C" ! telle que, pour tout Z € V, on ait |A(Z) | < |SZJ2. Soitp : V — R*L
un C°-difféomorphisme telle que ¥ (0) = 0, ot V' est un voisinage ouvert de
lorigine. St 1;~: V — C”_L est un prolongement presque-analytique de 1)
par rapport a V N R”:l, ou V' est un voisinage ouvert de l'origine de Ccr 1,
alors, pour tout 0 €V, on a |[Ao (o) | SIS (o) |2 < |Sal?.
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On rappelle que sur U N (R"™! x {0}), ot U est un voisinage de I'origine

n—1

- 0
de C", on a le champ de vecteurs X = Z m;(; % pic-admissible de pic-type
i=1 i

(K, M, 7;711, ceey fﬁn_l).
Notons A : U N (C™! x {0}) — C™ ! x {0} un prolongement presque-
analytique de A (le changement polynémial du lemme 2.1.2) par rapport
aUn (R x {0}). Comme A n'affecte pas la variable w et d’apres la re-
marque 3.2.1, on a [Ao A(0)]| < |Sol2 et |BoA(o)| < |Sol? pour tout
o €eUN(C* ! x {0}). Cest-a-dire, les propriétés sur A et B du lemme 3.2.4
restent invariantes.

Dans la suite, on pose k, =: % € N*, k := & et on considére les

v M
pseudo-normes par rapport aux nouvelles coordonnées presque-analytiques

Z = (21, 2n—1) du lemme 3.2.4 :

n—1 ﬁ n—1 ZLK
Y. = (Z yf’””) et ||Z] = (Z |Zu|2’“”>
v=1 v=1

On pourra désormais supposer que A vérifie la propriété suivante :

1l existe deux constantes 0 < ¢ < C telles que, pour tout 7 = X +1.Y
(H) assez proche de 'origine de C"™Y, on ait :
Y[ Z|ZE M < A(Z) < ClY M| Z][2F2M.

Avant de déterminer 'ordre d’annulation de certaines fonctions de classe
C sur la sous variété M au voisinage de p = 0 € M, nous donnons dans le
lemme suivant ’hypothése (Hj3) qui garantit la pseudoconvexité locale de D
sous des transformations presque-analytiques. Nous n’avons pas pu obtenir
notre théoréme principal sans cette hypothése.

Lemme 3.2.7 Sous les hypothéses du lemme 3.2.4, on notera 0 : (Z,w) —
(Z',w'") le passage auz nouvelles coordonnées presque-analytiques. On suppose
qu’il existe deux constantes C' > 0 et L € N telles que, dans un voisinage u
de p e M, on ait

Lév p(q) [t] > CJt)? dist(q, N)*, pour tout ¢ € U NbD. (H3)
Alors, le domaine D' = g(D) est pseudoconvere au voisinage de [’origine.

Preuve. _ _ B
On pose d’abord N’ = §(IN) et M’ = §(M). Comme 6 est un C*°-diffécomorphisme
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local sur un voisinage ouvert U de p, alors 6 préserve les distances a des
constantes multiplicatives prés. En particulier, on a

dist(¢/, N') = dist(¢, N) ot ¢ =0 (q) et ¢ € U.

Notons ¥ = 5*1, zn & la place de w et 2/, a la place de w'. Comme 0 est un
diffeomorphisme presque-analytique, la matrice

ov; s
{ T (reien O réguliére (3.2)
i/ 1<5<n

dans un voisinage suffisamment petit de ’origine.

Pour 1 <i<n,ona:

FER R Y )
821/ = 82’1/ 82]' =1 87;; 8Ej
U, 0 )

_ 9 dist(q. N)E+) 2
2 9z " 10(”(‘]’ ) )azj

Jj= Jj=

Le domaine D' est défini par p' = po W. Soit t' = (t},...,1,) € Ty (bD").

n o0 (d
Alors, on a g P (f” t; = 0. Clest-a-dire,
2

" 0p oV, : L+1
t. O(t’d t(q,N +):0.
ZJZZI azl aZ; 7 + ’ ’ (8] (Q7 )

L2 y

Pour 1 <i < n, on pose t; = 5. i
Zj

j=1
Grace a (3.2), on a

zn:a—'?ti - O(lt’|dz‘st(q,N)L+1>
- O(|t|dist(q,N)L+1).

On décompose maintenant ¢ suivant la direction tangentielle ' et la direction
normale . On a donc ¢t = t" +tV ou t" € TF (bD) et tN LTE (bD). On a
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[t 4 [tV| < 2|t|. De plus, comme N = k (¢) n (¢) avec x(q) € C alors, pour
tout 1 <i < n,onat) =k(q) i’;—g). Ceci implique

~1op()|° = 9plq) , Oplq)

K(Q); 021' N i 8zi K(Q) 8EZ
@) O

4 8zi£"v_. Oz

i=1 =1

- O(|t\dz’st(q,N)L+1>.
Par conséquent,
1] = ()| = O (Jeldist (a,N)"*). (3.3)

On calcule maintenant la forme de Lévi de p/. On a

Z azk 4) 9%ilq )+O<dz t(q,N)L+1>

0z
et en remplagant L par L +1,
0?0/ (q ) 0W(q )8\111(q’)
O (dist(q, N)*™) .
82’82J MZI 8zkazl 5z 0z, T O s N

En tenant compte de (3.3), on obtient

= 0%'(d) ~0UL(q) | [~=0W(T),,
Z 821{82/_} = Z::@zkazl i=1 9z " j=1 0z g

ij=1

+ 0 <dz’st (4, N)”l)

OQP(Q) HIH 2 ;. L+1
2. 8zk8§ltk tt+ 0 <|t| dist (¢, N) ) :

Or, par ’hypothése (H3) du lemme et d’aprés (3.3), on a

4 > Ol Pdist (¢, N)"
];aZkazl > Ot *dist (¢,N)

> Clt|*dist (¢, N)* + 0O (ItIQdist (¢, N)L“> :

D’ou, il existe une constante C’ > 0 telle que l'on ait
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Lév o () [t'] > C'|tdist (¢, N)".
C’est-a-dire, D’ est pseudoconvexe dans un voisinage de 'origine. [

Remarques 3.2.2

1) Comme 0 est presque-analytique par rapport & N alors pour tout ¢ € R,
0=L(M!) est compleze-tangentielle ou vide, ot M! = {(Z',w') | Y =u/ =0
et v = c}.

2) S’il existe deux constantes c et L positives telles qu’on ait

Lév p(q) [t] > c|t)? dist(q, M)®, pour tout ¢ € U NbD,
alors la propriété (Hs) est vérifiée.

Maintenant, nous introduisons les Z-poids et Y-poids de certaines fonctions
de classe C'*° dans un voisinage d’un point p = 0 de la sous variété M.

Définition 3.2.1 Soit F' une fonction de classe C*° dans un voisinage V
de lorigine de C"™'. On dit que F admet un Y-poids Py (F) > S > 0
(S € N), s’il existe une constante C > 0 telle que |F (X,Y)| < C||Y||2, pour
tout Z = X +1.Y € V. De méme, F admet un Z-poids Pz (F) > R > S
(R € N), sl existe une constante ¢ > 0 telle que |F (X,Y)| < c||Z]||E, pour
tout Z =X +1i.Y € V.

Remarques 3.2.3

1) Si F(X)Y)= Z Fr (X) Y est une fonction polynomiale en'Y,
I=(i1,yin—1)

alors on a : )

Py(F)>Se FX)Y)= Y  F(X) Y ae» i, >85.
T=(i1,yin—1) v=1

2) Si F' est une fonction polynémiale en X et Y, alors on a :

n—1

Pz(F)>Re F(X,Y)= > Fry X'V avec Y iy, (i, +j,) > R.

I=(i1,.urip_1) v=1

J:(j17---7jn—l)
3) Si ||Y|| <1 alors il existe une constante ¢ > 0 telle que ||Y|| < ¢||Y]]..

Preuve.
n—1

1)Si F(X,Y)= Z Fr (X) Y avec Z my, 1, > S pour tout I avec

I=(i1,sin—1) v=1
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F;=£0, alors I'implication est évidente.
Soit Py (F) > S. On raisonne par I'absurde. Soit S’ < S minimal tel qu’il
existe X, dans un voisinage de Ogn-1 €t Yo = (yo.1, .., Yon—1) € R™! vérifiant
n—1
Ho = Z F] (Xo) YE)I%OELVQCZTT”LV iV:S/.

T=(i1,yin—1) v=1
Considérons la fonction A — F' (X, ¢y, (N)) définie sur |0, +o00] avec ¢y, (A) =
()\mlyo,l,...,)\ n- lyOn 1) OIl a F(Xg,gbyo()\» = )\Sl o + O ()\S/Jrl). OI’, 11
existe une constante ¢ > 0 telle que

IF (X0, 3] = [A 1o + 0 (371)] < oa® 3512

On divise ce dernier par A%, On obtient yo = 0 quand X tend vers 07. D’oul
la contradiction.

2) Un raisonnement analogue est possible pour la deuxiéme équivalence.

3) Soit [|Y]| < 1. Alors, il existe une constante ¢; > 0 telle qu’on ait

n—1
Y < ey
i=1

Or, Z y? Z Y2 < Z y2™i. Ceci implique ||[Y]|?M < ¢]|V]|2M.
Cest- a—dlre il ex1ste ¢ >0 tel qu on ait HYH < ¢||Y]]«. De méme, si |Z] <1
alors il existe une constante C' > 0 telle qu’on ait |Z| < C||Z||.. O

Dans le lemme suivant, on donne une version du lemme 2.4.1 dans le cas C*°.

Lemme 3.2.8 Soit S, R € N, R > S et I une fonction de classe C™ dans
un voisinage ouvert V suffisamment petit de 'origine de C"~1. On suppose
que F' admet un Y-poids Py (F) > S et un Z-poids Pz (F) > R. Alors, il
existe une constante C' > 0 telle qu’on ait :

\F(Z2)| <CIIYIIS1Z||F5, YZ=X+iY e V.

Preuve. )
Soit Z = X 4+ 1.Y € V. Ecrivons le développement de Taylor avec reste
intégrale de F' au point (X,0). On a

1 (0% (03
=Y DY F(X,00Y

laj<S

! (1 - A)S_l a «
+S.§:S </0 o DYF(X.\Y) d/\> Yo, (3.4)
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Remarquons que le deuxiéme terme a droite de 'équation (3.4) a pour ordre
d’annulation > S quand Y = 0.

Ecrivons le développement de Taylor avec reste intégrale de D$F (X, \.Y)
au point (0,A.Y). On a

DYF (X, \Y)= Y ﬁDﬁ D F(0,\Y) X7

[Bl<R—S

+(R-9). Z(/l_
|Bl=R-5S

A partir de (3.5), 'équation (3.4) devient

1 « (6%
=> DY F(X,0) Y

R S—1
DS DYF (u.X, /\.Y)du)Xﬁ. (3.5)

la|<S

)\)S 1 3 4
+ 8. Z (/0 5 DYDXF(O,)\.Y)d)\>X Y
\ﬁ|<R S
M)R—S—l
+S.(R (// '6' DY Dg F(u.X, )\.Y)d,udA) XAy«
«
al
|ﬂi Res

(3.6)

Remarquons que le terme qui comprend la double intégrale dans I’équation
(3.6) est majoré par ¢; [|[Y[|7.||Z][#7° ou ¢ est une constante positive.

Pour le premier terme de I’équation (3.6) ou |a| < S, on écrit le développe-
ment de Taylor avec reste intégrale pour la fonction DO‘F (X,0) a Porigine.

On a
DYF (X,0)= ) %DiDs‘? F(0,0) X*
|Bl<R—la] "
_\)l
N ( W'lﬁ'>1 D3D§ F(A.X,0) dA) X0 (3.7)

|Bl=R—|a|
Donc, F (X,Y) s’écrit sous la forme suivante :

F:]:l +.7:2 +.7:3 +.7:4, ol

e Fi(X)Y)= Z W D5 D§ F(0,0) XPye.
ISR al
|g| IBI 1 P
e 5 (X,Y) (/ '/8' D D$ F(M\.X,0) d)\) XPye.
o
S

\ <

Iﬁl —la|
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S—1
* F(X,Y)=8 (/ A= DY Dg F(0,\Y) d>\> XPye,
0

131
|a|=S 0{6
|B|<R-S
o 7, (X Y)
/81_ |B‘11_/\ ! a «a
S(R-S). (// BIC el r DY D$ F (X, \Y) dud\) X°ye,
\/3\ R S

Or, Py (F) > S. Alors, on a Py (F1 + F») > S. Comme F; (X, Y)+F, (X,Y)
s’écrit sous la forme Z Lap(X) Y alors, d’aprés la remarque 3.2.3,

laj<S
[BI<R—|af

F1 + F5 est identiquement nul.

Maintenant, on écrit le développement de Taylor avec reste intégrale pour
F3 alorigine. On a

1.g(1 = \)S—1)\
}_3(X7 Y) = Z (/ SH))\D;Y;LQD?(F((LO)d)\) XPyrta
0

131~/1
- algly!
|B|<R-S
I <R—|8]
[ ) L G D S Eat S \al
( / / (1l ¥ '( ) DyaD?(F(o,tA.Y)dtdA) XPyr+e,
alfly!
\m<R s
Inl=R—15|

(3.8)

Remarquons que le deuxiéme terme a droite de I’équation (3.8) est majoré
par co |[Y]|2.]|Z]|E~5 oti ¢y est une constante positive.

Or, Pz (F3) > R. D’aprés la remarque 3.2.3, le premier terme & droite de
I'équation (3.8) est identiquement nul. D’ow, il existe une constante C' > 0
telle qu'on ait : |F (X, Y)] < C||Y]5.]|Z]|%5. O

3.3 Théoréme principal et propriété d’interpo-
lation.

Théoréme 3.3.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de C" a bord bD de
classe C*. Soit M une sous variété C*, de dimension (n — 1) de bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d’un point p € M.
On suppose que

e il existe deux constantes C' et L positives telles qu’on ait dans un voi-
sinage U de p € M,
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Lév p(q)[t] > C|t)? dist(q, M)*, pour tout ¢ € U NbD. (H5)

o M admet un champ de vecteurs X de classe C™, pic-admissible de pic-
type (K, M;my, ..., m,_1) au voisinage de p pour A>.
Alors,
i) la sous variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe A>.
ii) la sous variété M est un ensemble localement d’interpolation en p pour la
classe A>.

Preuve.
Nous allons suivre les idées de M. Hakim et N. Sibony dans [H-S1].

i) Les changements de variables presque-analytiques jusqu’a alors définis
ont les propriétés suivantes : le point p est ramené a l'origine et dans un
voisinage suffisamment petit de l'origine de C", M’ = 6 (M) est donnée par
{(Z' W) | Y =w =0}, D = 6(D) a pour fonction définissante p' de
la forme ' + A(Z')+ v'B(Z') + v?R(Z',v'"). De plus, M’ est contenue
dans la sous variété N' = {(Z',w') / Y’ =0 et v/ = 0} totalement réelle, de
dimension n de bD’.

D’aprés le lemme 3.2.7, la condition (Hj) nous garantit que D’ est un
domaine pseudoconvexe dans un voisinage de l'origine. L’hypothése faite
sur M d’avoir un champ de vecteurs X, C'°, pic-admissible de pic type
(K, M;my,...,m,_1) entraine la propriété suivante :

1l existe deux constantes 0 < ¢} < ¢ telles que, pour tout
(H) Z'=X'+4Y' proche de l'origine de C"™', on ait :
Al [YFNZEE 2 < A(Z') < o [Y[|2M]] 20|22

La propriété (H) et le lemme 3.2.8 nous permettent de montrer que 372 est

uniformément borné dans un voisinage suffisamment petit de l'origine de
C" 1. D’apres la proposition 2.3.1, il existe une fonction ¢ (w') = #}%w'
presque-analytique définie sur un voisinage ouvert suffisamment petit 4’ de
l'origine de C™ (K étant une constante positive bien choisie) telle qu’on ait

3%{/;<Osurﬁﬂb{/siw’7é0
p=0siw =0 '
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Comme |¢ (w') | < |w'| alors, pour tout (Z’,w') € D'NU’, on a

AZY = p(Z' W)=V B(Z)—v? R(Z'W)— o

< —v' B(Z)—=v?R(ZW)— o
S W+
S 'l

De plus, comme U’ est suffisamment petit alors on a
dist (2", w'), M") S Y]] + |w]. (3.9)

Or, [[Y/|2¥]| 22" S A(2') S w'|. Comme [Y7]|. < [|Z'||., on obtient
[Y']|2% < |[w'|. D’aprés la remarque 3.2.3 3), si [[Y]| < 1 alors |[Y']|** <
[|[Y']|?% < Jw'|. Done, pour tout (Z/,w') € D’ NU’, I'inégalité (3.9) implique

dist (Z',w'), M) < |w'|2x.
Ceci entraine deux conséquences :
a) J (%) se prolonge dans la classe C®° de U’ N D' aU' N D',

b) Si F € C* (U N D’) est presque-analytique par rapport a N’ alors
%EIF se prolonge dans la classe C'*° (Z/{’ N ﬁ)

(Ici J désigne 'opérateur de 0 sur D transporté vers D’. C’est-a-dire, notons
V=61, Alors, si f est une fonction sur 4'ND’; on aglf’ = P (5 <f’ o 5))
ot U* désigne Pimage-réciproque de \Tl)

En effet, montrons d’abord a).

a) sur U’ N D', on a : J (%) = — (%W)Qgﬂ. Or, zz est. presque-
analytique par rapport a N'. Alors, pour tout L € N* et pour tout (Z',w’) €
U'nND, on a

00 (w) | S dist (2, w), N')* < dist ((Z',0), M')" < w25 (3.10)

b) Avec un raisonnement analogue, pour tout (Z’,w’) € U’ N D’ et pour
tout L € N*, on a

0F (2, w)| < dist((Z,w'), M')* < |w| 2.
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On en déduit a partir de (3.10) que la (0, 1)-forme & <%> est dans C> (U’ N D’).
De plus, elle est J fermée. On pose 1) = {Eoé. D’oi1 0 (i) est une (0, 1)-forme
O-fermée dans O (U N E).

Soient 0 < ¢ << 1 telle que la boule B (0,e) C U et bB (0,2)NbD soit une in-
tersection transversale. D’apreés le corollaire 2 de J. Michel [Mi], il existe une

fonction g € C*> <B(O, e)N D) telle qu’on ait dg = 0 (i) sur B(0,e) N D.

En additionnant une constante, on peut supposer que g > 0. Pour ¢ suf-

fisamment petit, on a |gi| < 5 sur B(0,e) N D. Considérons maintenant la

fonction h = d’gw. Il est clair que h € C* (B (0,e)N D).

1 —
Comme

gh:_(l 1 7 5(%— g) =0sur B(0,e)ND,
v 9

on obtient que h € A* (B (0,¢) N D). Comme v ‘ M 0 alors h ‘ . 0.
De plus, pour (Z,w) € B(0,e) N D\M, on a

%h:éﬁ(lig)—%_mm.
P

oy -l

D’oti, M est un ensemble localement pic en p pour la classe A>.

ii) Soit F' € C*® (W(O,gl)) avec 0 < &; < . Notons F le pro-
longement presque-analytique de F a B (0,¢e9) par rapport & N avec g5 <
g1. D’aprés b), la (0, 1)-forme i OF se prolonge dans la classe C™ sur
B(0,e5) N D. Comme 1 = (1 — gv) i alors 1 OF est O-fermée sur B (0, £5)N
D. De plus, % OF se prolonge dans la classe C*° (W)

Soit 0 < g5 < &y tel que bB(0,e3) N bD soit une intersection transver-
sale. D’aprés le corollaire 2 de J. Michel [Mi], il existe une fonction G €
o (W) telle que 9G = 1 3 F sur B (0,5) N D.

Considérons maintenant la fonction f = F — hG définie sur B(0,e3) N D.
Il est clair que f € C* <W) De plus, on a

- = Fetdf = 0F — h G =0. Ceci achéve

‘ MnNB(0,e3) ‘ MnNB(0,e3)
la preuve du théoréme. [l
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Chapitre 4

Conséquences des hypotheéses
suffisantes pour le multitype

Dans ce chapitre, nous étudions le multitype sur M, ou M est une sous
variété totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension (n — 1) de bD
d’un domaine D faiblement pseudoconvexe de C" admettant un champ de
vecteurs X pic-admissible de pic-type (K, M;my,...,m,_1) en un point p €
M. D’abord, on commence a rappeler quelques définitions et des remarques
concernant la notion de multitype. Puis, on donne les conséquences de nos
hypothéses suffisantes pour le multitype en un point de M.

4.1 Définitions et remarques.

Soit D un domaine de C" a bord bD de classe C'*°. Soit p la fonction dé-
finissante de D en un point p € bD. Notons I';, 'ensemble de A = (A, ..., \,)
ot 1 < \; < 400 pour tout j vérifiant les propriétés suivantes :

DA <A< <A\

2) Pour chaque k, on a si Ay # oo qu’il existe un ensemble de nombres
entiers positifs {ay, ..., ar} ot ar > 0 tel que

k a,
— =1
i=1 "%
Un élément de I',, est appelé poids. Soit I',, ordonné par un ordre lexicogra-
phique. C’est-a-dire, pour A" = (X},.., ) € T, et A" = (\],..,\!) € T,
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)\; = /\%’/ ,Vi<k
A < AL

si ' < A" ou NV = A”. On dit qu'un poids A est distingué, s’il existe un
changement de coordonnées holomorphe (21, ..., z,) qui raméne p a Porigine
vérifiant la propriété suivante :

on pose A’ < A” si pour un k, on a . On pose A" < A

Si ZO"';@Q alors DD’ p(0) =0, (4.1)
i=1 i

ot D* et D désignent les opérateurs différentiels partiels suivants :

8041+<~+0‘n

oB1+-+b6n
02110z

et
oFL..oEn

respectifs.

Le multitype M (bD, p) correspond au plus petit poids M = (A, A, ..., \,)
de T',,, au sens lexicographique, tel que A < M pour tout poids distingué
A € T',. On remarque que Ay = 1 car dp(0) # 0 (on peut supposer que

92 (0) #0).

De méme, un poids A est dit linéairement distingué, s’il existe un chan-
gement de coordonnées C-affine qui raméne p a l'origine vérifiant la pro-
priété (4.1). Le multitype linéaire, noté L (bD,p), est le plus petit poids
L= (l,...,l,) tel que A < L pour tout poids linéairement distingué A € I',,.
Il est clair que £ (bD,p) < M (bD, p).

Maintenant, le g-type ("g-variety type”), noté A, (bD, p), au sens de D’An-
gelo [DA], est défini comme suit :
Pour ¢ =1,

*

v(z p)}
v(z)
Ici, la borne supérieure est donnée sur ’ensemble des germes d’une courbe
holomorphe non trivial z : (C,0) — (C™, p), v (f) désigne 'ordre d’annula-
tion de la fonction f(z) —pet z*p=poz.

Le 1-type mesure 1'ordre de contact maximal d'une courbe complexe de di-

mension 1 avec le bord bD en p.

Pour g > 2, le ¢-type au sens de D’Angelo est en lien étroit avec le multitype
au sens de D. Catlin (voir [Cal). Il est donné par :

A, (bD,p) = infAy (bD (1 S, p),

Ay (bD, p) = sup{
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ol S est un plan affine complexe de dimension n — ¢ + 1 passant par p.
Nous rappelons la propriété (4) du théoréme principal de D. Catlin dans
[Cal : si M (bD,p) = (1, ..., tn) alors, pour chaque ¢ =1,....,n, on a

:un-‘rl—q S Aq (bD,p) )

ou A, (bD, p) est le g-type, au sens de D’Angelo, en p.

4.2 Le multitype sur M pour la classe O.

Lemme 4.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de C™ a bord bD de classe
Cv. Soit M une sous variété C*, de dimension (n — 1) de bD, totalement
réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d’un point p € M. On
suppose que M admet un champ de vecteurs X, C*, pic-admissible de pic-
type (K, M;my,...,mu_1) en p pour la classe O. Alors,

i) le multitype de bD en p € M est

M (bD,p) = (A,(bD,p), ..., A1(bD,p)) = (1,2kq, ..., 2k, 1) .
ii) le multitype de bD en p’ € MNU — {p} est

M OD,p") = (A,(bD,p), ..., A (DD, p")) = (1,2my, ..., 2m,, 1) .

K

Ici, pour tout 1 < j<n-—1, mj:ﬁ%, kj:mj

Preuve.

i) D’abord, on sait que le multitype en un point p du bord d’un domaine
D de C" a bord bD de classe C'° est invariant si on effectue un changement
de coordonnées biholomorphe au voisinage de p. Le lemme 2.3.1 montre qu’il
existe un changement de coordonnées biholomorphe, noté 6, tel que le point
p € M soit lorigine et dans un voisinage de l'origine de C", la fonction
définissante p’ du bord de D' = 0 (D) soit o' = v’ + A+ VB + v?R.
Par hypothése, la sous variété M admet un champ de vecteurs X, C*, pic-
admissible de pic-type (K, M;my,...,m,_1) pour la classe O. Alors, on a la
propriété (H) sur A par rapport aux nouvelles coordonnées. Ainsi, on peut
identifier la complexifite M = M + i.M de M a C"! = T (bD') et de
supposer que p’ o = A dans un voisinage ouvert suffisamment petit de

'origine de C"1.

70



Chapitre 4. Conséquences des hypothéses suffisantes pour le multitype

Soit Z, = X{ + i.Yy # 0 assez proche de lorigine de C"! fixé. Consi-
dérons maintenant la fonction f(\) = A(AZ]) pour A € [0,1]. Notons

m= max m;, m' = min m; et K = % > 1. Comme
1<i<n—1 1<i<n—1

n—1 n—1 1

i=1 =1

on a

AEF(L) S FA) S AEF(L).

Donc, on obtient

f(1) ' f()
2mk + 1 S’/O JA) A5 2m'k + 1

D’aprés la remarque 4 de H. Boas et E. Straube dans |B-S], le 1-type de bD’
en 0 est égal au type linéaire dans ce systéme de coordonnées. C’est-a-dire

AL (DY, 0) = A (D, 0) == sup (p' o (),
veCn
lv|=1

C Ccr . -

ou t, : — est une droite complexe passant par l'origine et de vec-
(r—Cw

teur directeur v. La propriété (H) implique A (bD’',0) = 2k,,_;. En effet, soit

v=(v,v,) € C"ouv' = (vy,...,u,_1) tel que |v| = 1. Pour tout ( € C, on a

poLy(C) = R(Cvy) + A(CV) + S(Con) BICV) + (S(Cvn))? R(CV, S(Cvn)).

Si v, # 0, I'ordre de contact de v avec le bord bD’" & l'origine vaut 1.
Soit v, = 0. Dans ce cas, on a po ¢,(() = A(¢.v'). Si on choisit vy =
(0,...0,_1 ,0) alors po £, (¢) = A(0,). Or, il existe deux contantes 0 <

n—1
c1 < ¢y telles que, pour tout ¢ € C, on ait

c1 (SO < poly, () < eal¢]Pnmr.

Donc, lordre de contact de la droite complexe ¢, avec le bord bD’ en 0 est

2k, _1.

Soit maintenant v’ € C"! avec |[v/| = 1. On pose jo = | nax 1{]’ / v; # 0}.
j<n—

Dans ce cas, il existe une constante ¢ > 0 telle qu’on ait
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A(CV) Z elIS(CV)[ZE Z (S (Cugo )™

D’ot, 'ordre de contact de la droite complexe ¢, avec le bord bD’ a 'origine
est au plus 2k,_1. Donc, I’ordre maximal de contact de toute droite complexe
avec bD' en 0 est égal a 2k,,_;.

Maintenant, nous montrons que le poids Ay = (1,2ky,...,2k,_1) est li-
néairement distingué en 0. Soit F' le changement de coordonnées C-linéaire
suivant :

Z = (21, ey 2n) ¥ (Zn, 215 22, ey Zn—1)-

Notons Z = (3, 2') = F (Z) avec Z' = (33,...,%,) et p = p' o F~1. Comme
p(Z) = R(Z) +A(Z) + (S21)B(Z") + (S%)* R(Z',S%) alors 867”1 (0) #0
car %Ln (0) # 0. Ceci implique oy = 1 = 0 pour la propriété (4.1). 11 suffit
de montrer que :

n

ZO;]:[}"Q implique  D*D” A (0) = 0.
=2 “Miml

a, + 0,
2ky—1

En effet, soit a = (g, ..., o), 8 = (Ba, ..., Bn) € N1 tels que Z <
v=2

1. Alors, on a Z my_1 (o, + 5,) < 2K. La fonction A étant analytique réelle
v=2

au voisinage de l'origine de C"~! alors A s’écrit A (X,Y) = Z A X7Y!

ou X = (xg,...,x,) et Y = (y2,...,yn). On sait que le Z-poids de A est
Py (A) > 2K. D’aprés la remarque 3.2.3, on a Z my (i, + 7,) > 2K. Cal-

v=2

culons le Z-poids de la fonction DeD” A. On trouve que

P, (D°D’4) > im_l (i + o — o = B,)

v=2

2 Z ’hv’LV_l (Z,/ + ]1/) - Z mu—l (Oé,/ + ﬁu) > 0.
v=2 v=2

On obtient D*D" A (0) = 0. D’oui, Ag est linéairement distingué. Alors, on a
Ao < M (bD',0).
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Il reste & prouver que M (bD’,0) < Ag. Notons M (bD’,0) = (1, ..., fin)-
D’aprés la propriété (4) de théoréme de D. Catlin dans [Cal, on a

Pnti—qg < Ay (bD',0)  pour tout ¢ = 1,...,n.

Il suffit de prouver que pour tout 1 < ¢ <n—1, A, (bD’,0) = 2k,_,.

e Pour ¢ = 1, on sait déja de ce qui précéde que A (bD',0) = 2k,,_;.

e Pour 2 < ¢ < n —1 fixé. Soit {ey,...,e,} la base canonique de C" avec
TE (bD")=Vect{ey, ..., en_1}. Considérons V,=Vect{e,_,, ..., ¢,_1} et S un plan
complexe de dimension (n — ¢ + 1) de C".

Comme

dim(V,NS) = dimV, +dimS —dim(V, +95)
> qg+n—qg+1 —n =1,

il existe une droite complexe ¢ dans SNV, avec un ordre de contact > 2k,,_,
avec le bord bD’ en 0. Donc, A, (bD’,0) = ingl (SNbvD',0) > 2k,_,. Or,
pour §:Vect{el, vy €n—gy €n}, 0N A gﬂVq:Vect{en_q}. Donc, Al(gﬂbD’, 0) =
2k,,_,. Ainsi, on obtient

M (bD',0) < (A, (bD',0),...,A1 (bD',0)) = (1, 2k, ..., 2k, 7).
Avec Ay = (1,2k1, ..., 2k, 1) < M (bD’,0), on obtient finalement

M (bD',0) = (A, (bD',0), ..., A1(bD',0)) = (1, 2k1, ..., 2kp—1).

ii) Soit p € M NU — {p}, on prend le méme systéme des coordonnées
comme précédemment. On pose 0 (p') = p' # 0. P’ est un point du bord oD’
assez proche de lorigine tel que R (p') # 0. Soit Z) = X} + .Yy € C"!,
assez proche de l'origine, fixé tel que Y # 0. On considére la méme fonction
fA) =ANZy+7), A € [0,1]. Ainsi, il existe 2 constantes 0 < ¢; < ¢o qui
dépendent du point p’ vérifiant I'inégalité suivante :

n—1 n—1

1 Z)\le y/gzh S f ()\) 5 Co Z)\le y/gzlz

i=1 i=1

Donc, on a : A2 f(1) < f(\) < f(1) A?™. Alors, on obtient

f(1)
2m’ +1

Y

5/0 FO) dr <
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avec des constantes qui dépendent du point p’. Ainsi, d’aprés la remarque
4 de H. Boas et E. Straube dans [B-S|, le 1-type de P’ est égal au type
linéaire. Donc, Ay (bD',p’') = 2m,,_1. De méme, on montre que le poids Ay =
(1,2myq, ..., an_l) est linéairement distingué. Puis, on procéde de la méme
fagon a celle de i) pour avoir 'autre inégalité, on retrouve ii). U

Exemple 4.2.1 Dans l’exemple 2.5.1, on a my = mgy = k= ky = 1, M =1,
K =2 Donc M(p=0)=(1,4,4) et M(p € M— {p=0}) =(1,2,2).

4.3 Le multitype sur M pour la classe A™.

Avant de donner un résultat analogue & celui du lemme 4.2.1 concernant
le multitype d’un point p € M pour la classe A, nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Soit 0 : 7 —— Z' le prolongement presque-analytique de 0
par rapport & NNU tel que 0 (p) = p' (donné dans le lemme 3.2.3), ot U
est un voisinage ouvert de p € M dans C". Alors, le multitype M (bD,p) de
p € MNU pour le bord de D est égal au multitype M (bD',p') de p' pour le

bord de D' =6 (D).

La preuve de ce lemme nécessite un résultat auxiliaire donné dans le lemme
ci-dessous.

Lemme 4.3.2 Soit f une fonction de classe C* définie dans_un voisinage
V de l’ origine de C" et presque-analytique par rapport a R™ N V. Soit R> 1
et p) e R*NV. Alors, on a

oMl ! / )
1) = 3 5 S -y s on ),
lIl<R™~

ot Og (Z') s’annule & un ordre > R en p'.

Preuve du lemme 4.3.2.
Ecrivons le développement de Taylor de f en p’ a l'ordre R. Pour Z' =
(2], n)EV on a

/ 1 QI S ,
(2= Y ) gy T on),
[I|+]J|<R™ 02" 07

74



Chapitre 4. Conséquences des hypothéses suffisantes pour le multitype

ou Op (Z') s’annule & un ordre > R en p'.
L oM+l £,y
Posons lp = min{l € N* / Z T 0 7 ]11?,)
N A A

[J]>1
Silg < R, f s’écrit sous la forme suivante :

f(Z") = Py (Z) + O (Z7),

(7 —p) (7 =p) #0}.

ot P, est un polynéme homogéne en 7’ et 7 de degré lp > 1 et Oy41 (2')
s’annule & un ordre > Iy + 1 en p'. Or, f est presque-analytique par rapport
a R"N V. Donc, pour chaque 1 <7 <n, on a

of _oR,
62;( )= 0z (

ZN 40, (Z") = Og_1(2").

Ceci implique, pour tout 1 < j < n, 8;1/0 (Z") = Oy, (Z"). Or, pour chaque

7, le degré de ¢ est < [y. Ceci entraine pour chaque 7, %PQ = 0. Donc, on

obtient P, = 0. C est-a-dire, [y > R. Ceci achéve la preuve du lemme. O
Preuve du lemme 4.3.1.

On applique le lemme précédent aux composantes de ’application réciproque
du prolongement presque-analytique 0 = (64, ..., 6,,) de 6 par rapport & NNU.
Comme 6 : U — V est un C*°-difféomorphisme, on pose ¥ = 0-1et 7 =
U (Z'). On obtient pour un R > 1 & déterminer ultérieurement

U(Z")=Vr(Z")+Or(Z'),

ot ¥g est un polyndome holomorphe de degré < R et Og (Z’) s’annule a un
ordre > R > 1 en p'. Donc, on a Z = ¥ (Z') = Ur(Z') + Or(Z') avec
Z'=0(Z). Ceci implique

Z=Wr(0(2))+Or(2), (4.2)
ou O (Z) s’annule & un ordre > R > 1 en p = ¥U(p') € NNU. Comme
R>1,Vg(p) =V(p) =pet dUg(p') = d¥ (p') est réguliere alors Uy est

un biholomorphisme local dans un voisinage ouvert suffisamment petit de p'.
D’aprés I’équation (4.2), on peut écrire

Ui (2) = 05! (Val0(2)) + Or(2)) = 0(2) + OR(2).
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Donc, 6(Z) = VY (Z) + Or(Z). Or, Ug est un biholomorphisme local en p'.
Dong, le multitype M (bD’,p’) de p’ pour le bord de D' = g(D) est égal au
multitype M (bW g(D'),p) de p = ¥(p') = Yg(p') pour le bord de Vg (D’)
(noté bW g (D).

Soit p la fonction définissante locale de D en p € M. La fonction p o ¥
est la fonction définissante locale de D’ en p’ = 6 (p) et p* := po W o Uy!
est la fonction définissante locale de Wg (D') en p. Or, on a ¥ o U, =
(g + Og) o \Ifgl = Idyz + Opg, ou Og s’annule & un ordre > R en p. Ceci
implique

p (Z2) =p(Z) +Or(2). (4.3)

n

Soit A = (Ar,...,\,) un poids distingué de p en bD et R > > ;. On a
=1

par définition de multltype que pour tout multi-indices o = (041, ), B =

G € W avee S 1 D) — 0, Comme 3. (e + ) <

i=1 i =1

Z)\i < R et d’aprés I'équation (4.3), il vient que D"‘bﬁp*(p) = 0. Donc, A
i=1
est un poids distingué en p pour le bord de Wg (D'). Du coup, A est un poids

distingué de p’ en bD'.

Réciproquement, soit A’ = (\],...,Al) un poids distingué de p’ en bD’.
Alors A’ est un poids distingué de p en bUg (D'). Par un raisonnement ana-
logue en utilisant (4.3), A’ est un poids distingué de p en bD. Or, le mul-
titype est la borne supérieure des poids distingués. On obtient finalement

Corollaire 4.3.1 Soit D un domaine pseudoconvere de C" a bord bD de
classe C™. Soit M une sous variété C*> de dimension (n — 1) de bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d’un point p € M.
On suppose que M admet un champ de vecteurs X, C*°, pic-admissible de
pic-type (K, M;mq,...,mu_1) en p pour la classe A>®. Alors,

i) le multitype de bD en p € M est

M (bD,p) = (An<bD,p>, ceey Al(bD7p)) = (1, 2]{?1, ceey 2kn—1> .
ii) le multitype de bD en p’ € MNU — {p} est
MDD, p") = (A (bD,p),.... AL (DD, p)) = (1,2my, ..., 2m, 1) .
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Ici, pour tout 1 < j<n—1, mj:%—fj, kj = =-.
Preuve.

Remarquons que dans les nouvelles coordonnées Z = Vg (Z') du lemme
précédent 4.3.1, le multitype M (bU(D'),p) = (u1, ..., i) coincide avec le
multitype linéaire. En particulier, pour aw = (0, ..., 0, u1,) et 5 = (0,...,0) on a
o, = 2k, 1 si p est Vorigine 0 et p, = 2m,,_1 si p € M NU — {0}. La preuve
de ce corollaire découle directement du lemme 4.2.1. U

7
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RESUME : On donnera des conditions suffisantes pour qu’une sous va-
rieté C* (resp. C*°), totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension
(n — 1) dans le bord bD d’un domaine D faiblement pseudoconvexe dans C"
et & bord C¥ (resp. C*°), soit un ensemble localement pic pour la classe O
(resp. A*°). Ensuite, on donnera des résultats sur les ensembles localement
d’interpolations pour la classe A>. Quant a la classe O, nous avons généralisé
les travaux de L. Boutet de Monvel et A. Iordan concernant la caractérisation
des courbes pics dans les bords faiblement pseudoconvexes de C2. Quant & la
classe A*, nous étendrons les résultats obtenus pour la classe O en utilisant
les méthodes de construction faite par M. Hakim et N. Sibony dans le cas des
ensembles pics dans les domaines strictement pseudoconvexes. Finalement,
on donnera des conséquences pour le multitype de D. Catlin de nos condi-
tions suffisantes.

La difficulté principale de nos travaux est que dans les dimensions supérieures
la géométrie complexe du bord d’un domaine a une structure non-isotrope.
Les nombres caractéristiques de cette anisotropie se traduisent par un calcul
délicat sur des polynomes a poids. Il s’avére aussi que ces nombres ont un
lien direct avec le multitype des points du bord le long de la sous variété.

ABSTRACT : We give some sufficient conditions for a C* (resp. C*)-
totally real, complex-tangential, (n — 1)-dimensional submanifold in a weakly
pseudoconvex boundary of class C¥ (resp. C*) to be a local peak set for the
class O (resp. A>). Next we give some results about interpolation submani-
folds for the class A*°. In the case of the class O we have generalized the work
of Boutet de Monvel and Tordan concerning the caracterization of peak curves
in weakly pseudoconvex boundaries in C2. We have extended our results ob-
tained for the class O to the class A> by using the methods of Hakim and
Sibony which they have developed for strongly pseudoconvex boundaries. Fi-
nally we give consequences of our sufficient conditions on Catlin’s multitype.
The main difficulty of our work is that the complex geometry of the boundary
in heigher dimensions has a nonisotropic structure. The caracteristic numbers
of this anisotropy results in a delicate computation on weighted polynomials.
It also turns out that these numbers are linked to Catlin’s multitype for the
points on the submanifold.




